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Capitulo 1

Introduccion

En la actualidad, cada vez es mayor la preocupacién por el aislamiento y el acondi-
cionamiento acustico [24]. Ademsds, las exigencias de las normativas son cada vez ma-
yores'. La aparicién de nuevos materiales que nos permiten un mejor condicionamiento
o aislamiento acustico (véase, por ejemplo [21]) nos lleva a la necesidad de estudiar y
conocer las propiedades que caracterizan acisticamente un material absorbente ya que
éstas nos permiten su correcta utilizacion. En este Trabajo Fin de Master, propuesto
por el Grupo de investigacién en Metrologia Optica de la Universidad de Vigo, se han
caracterizado las propiedades acusticas de una plancha de material absorbente a partir
de medidas experimentales en las que intervienen como excitacién mecanica las ondas
planas. Més precisamente, se ha caracterizado acusticamente una plancha del mate-
rial AptFlex SF5048 proporcionada por la empresa Precision Acoustics (véase [3]) a
partir de las graficas de respuesta en frecuencia para el nivel de reduccion de eco, la
pérdida por insercién y el coeficiente de disipacién de potencia, proporcionadas por el
distribuidor de dicho material absorbente en la documentacién técnica [3].

El Grupo de investigacién en Metrologia Optica ha realizado una serie de experimen-
tos con dichas planchas absorbentes en los que han utilizado distintas configuraciones
geométricas (véase uno de esos experimentos en la Figura 1.1). Estos experimentos se
han reproducido numéricamente para comparar los resultados experimentales con los
obtenidos mediante simulacién numérica.

En consecuencia, el objetivo principal de este Trabajo Fin de Master ha sido deter-
minar los pardmetros intrinsecos que permiten caracterizar el comportamiento acustico
de una plancha de material absorbente a partir del estudio de la senal reflejada y trans-
mitida en un problema de propagacién de ondas planas a través de dicha plancha. Los
objetivos especificos que se abordan en este Trabajo Fin de Master son: (a) realizar
la modelizaciéon matematica de cada uno de los medios involucrados en el problema
actstico (un fluido, un sélido visco-eldstico y una placa rigida), (b) estudiar un proble-
ma inverso, en el que a partir de diversos problemas de propagacién acustica en medios
multicapa se identifican los valores de los pardametros que caracterizan el comporta-
miento actstico de una plancha de material absorbente, y (c) realizar una bateria de
simulaciones numéricas mediante elementos finitos con las que reproducir las medidas

'Real Decreto 1367/2007, de 19 de octubre, por el que se desarrolla la Ley 37/2003, de 17 de
noviembre, del Ruido, en lo referente a zonificacién acustica, objetivos de calidad y emisiones actsticas



2 1. Introduccién

Figura 1.1: Esquema de uno de los experimentos realizados por el Grupo de investiga-
cién en Metrologia Optica en un tanque de agua (las planchas de material absorbente
aparecen sumergidas en el interior).

experimentales realizadas en test de laboratorio en un tanque.
Teniendo en cuenta estos tres objetivos, este Trabajo Fin de Master se ha dividido
en tres partes:

» En el primer bloque (Capitulo 2) se han planteado dos problemas de propagacién
acustica de ondas planas en medios multicapa. En el primero de dichos problemas,
se ha estudiado la propagacién de ondas planas armoénicas en un medio multicapa
compuesto por un fluido compresible, un sélido visco-elastico y un fluido com-
presible tanto en incidencia normal como en incidencia oblicua. En el segundo
problema, se ha estudiado la propagacion de ondas planas en un medio multi-
capa similar al anterior, que estd formado por un fluido compresible, un sélido
visco-eldstico, una placa rigida y un fluido compresible tanto en incidencia normal
como en incidencia oblicua. Para resolver ambos problemas, se han descrito los
modelos mateméticos utilizados para cada uno de los medios (fluido compresible,
sélido visco-elastico y placa rigida). Una vez se ha realizado la modelizacién ma-
tematica de los medios, se han planteado las condiciones de acople entre ellos y se
han descrito en detalle los sistemas lineales que se deben resolver para hallar la
solucién analitica del problema de propagacién. Ademds, a partir de estas solu-
ciones analiticas, se ha procedido al calculo de una serie de niveles y coeficientes
acusticos que son de interés en este trabajo, como son los coeficientes de reflexién
y transmision, el nivel de reduccién de eco, la pérdida por insercién y el coeficien-
te de disipacién de potencia. Todos estos calculos han sido implementados en el
ordenador, usando el entorno de programacién MATLAB y se han realizado una
serie de test de validacién de todos los programas implementados.



» La segunda parte (Capitulo 3) se ha centrado en la resolucién numérica de un
problema inverso a partir del que caracterizar las propiedades acusticas del ma-
terial absorbente. Debido a que solo se conocen los datos proporcionados en la
hoja técnica de especificaciones del material absorbente (véase [3]) y dichos da-
tos no pueden ser utilizados directamente para calcular las propiedades acusticas
del material, se ha disenado un problema inverso con el que, a partir de la senal
reflejada y transmitida de una onda plana incidente sobre la plancha de material
absorbente, se han tratado de obtener los valores que caracterizan acusticamente
el material mediante un modelo visco-eldstico, esto es, el médulo de Young y el
coeficiente de Poisson. Para resolver dicho problema inverso, se han utilizado los
resultados de los niveles y coeficientes actsticos experimentales proporcionados
por el fabricante del material absorbente objeto de estudio. En la memoria, se
incluye la descripcion en detalle de los distintos ajustes, bajo diferentes hipdtesis
de trabajo, que permiten obtener los valores del médulo de Young, de tal manera
que se obtienen numéricamente niveles y coeficientes actisticos que aproximan de
forma precisa aquellos medidos experimentalmente.

» En la tultima parte (Capitulos 4 y 5) se ha utilizado un método de elementos
finitos para calcular una solucion aproximada del problema de interaccién fluido-
estructura en el que estan involucradas varias planchas de material absorbente.
Para ello, se ha planteado el problema fuerte y la formulacién variacional que
nos permiten realizar una discretizacion mediante elementos finitos. Ademas, se
ha realizado una bateria de simulaciones numéricas utilizando las propiedades
acusticas obtenidas en la resolucién del problema inverso de la segunda parte
de este Trabajo. Estas simulaciones numéricas se han realizado con condiciones
de contorno y con unas configuraciones geométricas similares a las utilizadas en
los experimentos llevados a cabo por el Grupo de investigacion en Metrologia
Optica. De esta forma, se han podido comparar los resultados de las simulaciones
numéricas con los resultados experimentales obtenidos.

Durante la realizacién de este Trabajo Fin de Master se ha utilizado el lenguaje de
programacién MATLAB para la implementacion de los programas que resuelven los
sistemas de ecuaciones lineales asociados a la propagacién acustica de ondas planas en
medios multicapa (tanto en el caso de incidencia normal como en incidencia oblicua).
Para la realizacion de las simulaciones numéricas mediante elementos finitos en todas

las configuraciones geométricas de laboratorio, se ha utilizado el paquete de ordenador
COMSOL Multiphysics [1].






Capitulo 2

Modelos matematicos

En este capitulo se han estudiado dos problemas de propagacion de ondas en medios
multicapa: el primero, en el que el medio multicapa estd compuesto por un fluido
compresible, un sélido visco-eldstico y un fluido compresible, al que a partir de este
punto denominaremos configuracion sin placa y el segundo, compuesto por un fluido
compresible, un sélido visco-eldstico, una placa rigida y un fluido compresible, al que
a partir de ahora denominaremos configuracién con placa. Ambos problemas se han
estudiado tanto en incidencia normal como en incidencia oblicua.

2.1. Modelos matematicos

A continuacién, se han descrito los modelos matematicos que se han utilizado para
caracterizar el comportamiento acustico de cada uno de los medios que aparecen en
ambos problemas de propagacién acustica multicapa.

2.1.1. Fluido compresible

Bajo la hipétesis de pequenas deformaciones, la ecuacién lineal del movimiento en

términos del desplazamiento es (véase [17])
o?
20 8—; ~ Div(e) = 0. (2.1)

donde pg es la densidad de masa en el estado de referencia inicial, u es el campo de
desplazamientos y o es el tensor de esfuerzos.
Si consideramos la ley constitutiva

o=—-nl, (2.2)

donde w = —poc% Divu es la fluctuacién lagrangiana de la presién con respecto a la
presién del estado inicial .
Teniendo en cuenta (2.1) y (2.2), se obtiene que, para un fluido compresible no
viscoso e isentropico, se satisface
0*u

PO~ Div(poc2 Divu I) = 0, (2.3)
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donde ¢ es la velocidad del sonido del fluido en el estado de referencia inicial. A
continuacién se muestra como se han calculado los valores py y ¢y en funcion de la
presién hidrostética y de la temperatura.

Para calcular la densidad de masa en funcién de la presiéon hidrostéatica y de la
temperatura se ha utilizado el estandar IAPWS95, International Association for the
Properties of Water and Steam, Formulation 1995, (véase [15] y [2] para obtener més
detalles).

Ademas, se ha supuesto que la velocidad del sonido viene dada por una funcién res-
puesta que depende de la presion hidrostatica y de la temperatura siguiendo el trabajo
[1]. En [2] se muestra que las expresiones utilizadas para calcular la densidad de masa
en funcién de la presién hidrostatica y de la temperatura consideran la temperatura
segun la ITS-90 (International Temperature Scale of 1990). Atendiendo a esta obser-
vacién y siguiendo el algoritmo propuesto por Del Grosso [!1], la velocidad del sonido
en funcion de la presion hidrostatica y la temperatura viene dada por

6(9, 71'0) = C(Q, 0)+M1 (9)<7T0 — 0.101325)
+M>5(0)(m — 0.101325)2 + M3(0)(mo — 0.101325)3, (2.4)
donde ¢, 6 y my son, respectivamente, la funcién respuesta de la velocidad del sonido,

la temperatura (en grados Celsius) y la presién hidrostética (en MPa). Las funciones
involucradas en (2.4) vienen dadas por

6(9, 0) = ago + (1109 + a20(92 + a3093 + (14094 + a5005,

M1(9) = ap1 +a110 + CL2192 + a3193, 925
M5(0) = ap2 + a1260 + a2202 + a3293, ( 5)
Ms(0) = aps + a130 + a36? + azs6?.

En la Tabla 2.1 se muestran los coeficientes a,,, para0 < m < 3,0 < n < 3
utilizados en la definicién de M;(#), j = 1,2,3, de (2.5), los cuales han sido obtenidos
del trabajo [0].

" 1 2 3
m
0 1.49043589 4.31532833 x 1073 | —1.852993525 x 10~°
1 1.077850609 x 1072 | —2.938590293 x 104 | 1.481844713 x 1076
2 —2.232794656 x 1074 | 6.822485943 x 107¢ | —3.940994021 x 10~8
3 2.718246452 x 1076 | —6.674551162 x 1078 | 3.939902307 x 10~10
Tabla 2.1: Coeficientes del ajuste del algoritmo de Del Grosso [11] para las funciones

descritas en (2.5).
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Ademas, los coeficientes necesarios para definir ¢(6,0) son los siguientes:

(agp = 1402.38744,
aip = 5.03836171,
as = —5.81172916 x 1072,
asp = 3.34638117 x 1074,
ago = —1.48259672 x 1079,
aso = 3.16585020 x 1077.

Si se tiene en cuenta la expresién de la velocidad del sonido (2.4), entonces
Cco = 6(9, T 0)

donde 6 = 20° C y mg = 0.101325 MPa.
Teniendo en cuenta la expresién (2.3), la ecuacién del movimiento linealizada en
términos del desplazamiento, para un fluido compresible no viscoso e isentrépico es

po it — V(poc2 Divau) = 0,

donde u denota la derivada segunda en tiempo del campo de desplazamientos w. Im-
poniendo soluciones armoénicas de la forma

u(p,t) = Re(e™“'U(p)), (2.6)

donde w representa la frecuencia angular, se obtiene que la ecuacién del movimiento en
desplazamientos es
—w?poU — V(poca DivU) = 0, (2.7)

donde ahora el campo de desplazamientos arménico toma valores complejos. Si se es-
cribe la ecuacién del movimiento en términos de la presion resulta

1 . 1
—5 T — Div <V7r> =0.
o

Imponiendo soluciones arménicas de la forma
(p,t) = Re(e”“'I(p)),

la ecuacion resultante es

2 1
—“}H—DW(VH):&
POCH Po

Si pg es constante, teniendo en cuenta que DivVII = ATl obtenemos

2
w
— 51— AL = 0. (2.8)

U
Si se denota por k = & entonces la ecuacién (2.8) se puede escribir como
—K* I — ATl = 0,

que es la conocida como Ecuaciéon de Helmholtz.
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2.1.2. Sdélido visco-elastico

La ecuacién del movimiento en un sélido visco-elastico viene dada por (2.1). Ademas,

la ley constitutiva en el sélido visco-elastico es (véase [13])
t .
oi;(t) = / Cijr(t — 7)€k (T)dT, (2.9)
—00
\Y Vul
donde o es el tensor de esfuerzo, £ = # es el tensor de deformaciones, C es

el tensor de elasticidad y & denota la derivada con respecto al tiempo de €. De forma
analoga a como ocurre en la ley de Hooke, supondremos que la accién del tensor C
sobre cualquier tensor R viene dada por

Cijit Ry = \ Ridij + 21iRij, (2.10)

donde A y 1 son los coeficientes de Lamé asociados al material eldstico.
Teniendo en cuenta (2.10) en (2.9), resulta

t o~ . .
oui(t) = / Nt = 7)Emdy + 2t — 1)y (r)dr

= (A Epe)(0)0i5 + 2% E5) (1), (2.11)

donde * denota una convolucién en tiempo.
Realizando un célculo formal de la transformada de Fourier F en (2.11) de obtiene

Sig(w) = F (A« &) (0)65) + F (i £)(1))
= FONF (Ern)dij + 2F (W) F (E57), (2.12)

donde ¥ es el tensor de esfuerzo armoénico. Teniendo en cuenta que F(E€) = E, que
F(u) =U y las propiedades de la transformada de Fourier, de (2.12) se obtiene que

i (w) = —iwF(N) Exij — 2iwF (1) Eij = AEg0ij + 2uEy;, (2.13)

donde A = —iwF(N) y p = —iwF (1) son los coeficientes de Lamé dependientes de la
frecuencia en el modelo de sélido visco-elastico.
Considerando (2.1) en el sélido visco-eldstico e imponiendo soluciones arménicas se
obtiene que
—w?p, U — DivE = 0, (2.14)

donde ps es la densidad de masa del s6lido en el estado de referencia inicial.
Sustituyendo (2.13) en (2.14) se obtiene que la ecuacién del movimiento en el sélido
visco-elastico es
—w?psU — pAU — (p+\) VDivU = 0, (2.15)
donde A y u son los coeficientes de Lamé, dependientes de la frecuencia, asociados al

material visco-elastico. Si se reescriben los coeficientes de Lamé en términos del Mdodulo
de Young y del coeficiente de Poisson se obtiene (véase [22])

vE FE

A= A-20)1+v) M7 2010y

(2.16)
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2.1.3. Placa rigida

Se supone que la placa estd situada en un plano. Si se denota por y al desplazamiento

normal de la placa, la ecuacién del movimiento de la placa (véase [10]) es
d*x dx
m@(t) + SE(U +7rx(t) = f(b),

donde m es la densidad superficial de masa, s el coeficiente de viscosidad, r coeficiente
de elasticidad y f es la carga exterior superficial a la que estd sometida la placa.
Denotando por X el desplazamiento de la placa en el dominio de la frecuencia, es decir,

x(t) = Re (e ™' X),
entonces, la ecuacion de la placa rigida en el dominio de la frecuencia resulta

—mw?X —iwsX +rX = F. (2.17)

2.2. Ondas planas

En esta seccion se va a considerar un tipo particular de solucién de las ecuaciones
(2.7) y (2.15): las ondas planas. Mds precisamente, en el dominio de la frecuencia y en
el caso bidimensional, se ha estudiado como diferentes ondas planas son solucién de los
modelos para fluidos compresibles y solidos visco-eldsticos.

2.2.1. Ondas planas para el fluido compresible

Supongamos que el campo de desplazamientos en el dominio de la frecuencia se
puede escribir como
U = ae*P, (2.18)

donde a € C es el vector amplitud de la onda plana, k es el vector nimero de onda y
p es el vector posicién.

Veamos qué relacion debe haber entre a y k para que (2.18) sea solucién de la
ecuacién (2.7). Como el campo de desplazamientos se puede escribir como se ha visto
en (2.18), entonces'

DivU = Div <ae’k'p) = (ae®P); ; = (aje™Pr) ; = iajk;e*nPr = ja - ke*P,

vV (DivU) = V (m - ke““'P) ~ _(a-k)ke*P.
Por tanto, la ecuacién (2.7) se puede escribir como
_W2P0a€ik'p + pocg(a : k:)k:e“‘"p =0,

es decir,
—w?a+ci(a-k)k =0,

1Se ha utilizado la notacién % = ¢ ; y la convencién de que los subindices repetidos suman.
J
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de donde resulta que

w2a

k= ————. 2.19
3@h 219
Esto significa que k y a son paralelos y, por tanto,
|k -al = |k|-|al. (2.20)
Teniendo en cuenta (2.19) y (2.20) se obtiene
DAL
cilallkl o’
por lo que
2
k=29 _“9 (2.21)

~ clallk]  colal

La ecuacién (2.21) indica qué relacion debe existir entre k y a para que una onda plana
sea solucién de (2.7). Ademas, la velocidad de propagacién de una onda plana es

w

COZM7

(2.22)

que coincide con la velocidad del sonido en el fluido. Como se ha demostrado que a es
paralelo a k entonces el vector desplazamiento de la onda tiene la misma direccién que
el vector propagacion, es decir, la onda plana en un fluido compresible es longitudinal.

2.2.2. Ondas planas para el solido visco-elastico

Supongamos que el campo de desplazamientos, en el dominio de la frecuencia se
puede escribir como
U = ac®*?, (2.23)

donde a € C es la amplitud de la onda plana, k es el vector nimero de onda y p es el
vector posicién.

Veamos qué relacién debe haber entre a y k para que (2.23) sea solucién de la
ecuacién (2.15). La presion en el sélido visco-eldstico se puede escribir como se ha visto
en (2.23), entonces como se ha visto anteriormente

DivU = ia - ke'*P,

V (DivU) = —(a - k)ke*P.

Ademds, como puede verse en [12],
Div (VU — VU') = AU - Div (VU") = AU — V (DivU).
Por tanto, el laplaciano se escribe como

AU =Div (VU — VU") + V(DivU) = —Rot Rot U. (2.24)



2.2. Ondas planas 11

Teniendo en cuenta (2.24), la ecuacién (2.15) se puede escribir como
—w?pU + pRot Rot U — (2 + \)V (DivU) = 0. (2.25)
Por otro lado, se satisface
RotU = Rot <aeik'p> =V X (aeik"’) = Ve'*P x a = ike'*P x a,
Rot Rot U = Rot (z‘keik'l’ x a> =V x (ike““'p X a) = Vike®P x (k x a)
= —ke™P x (k x a).
En consecuencia, la ecuacién (2.25) se reescribe como

—w?ps <aeik’p> — puke®P x (k x a)+ (2u+ N)(a - k)ke*P = 0.

Simplificando el factor no nulo e**P, se obtiene
—w?psa — p(k x (kxa))+ 2u+N(a-k)k=0. (2.26)

Veamos ahora qué ocurre con los vectores k y a. Si k y a son paralelos, a x kK =0y,
por tanto, la ecuacién (2.26) se reduce a

—w?psa+ (2u+N)(a-k)k =0,

es decir,
B w?psa
NCESCE)
Como k y a son paralelos |a - k| = |al||k| luego

‘ ‘ — w2pS’a| = w ps
(20 + A)lallk| 20+ A

Como la velocidad de propagacién de las ondas planas se define por

adl
L

[20+ A
cp = “:, (2.28)

e introduciendo (2.16) en la ecuacién (2.28) se obtiene

E(1-v)
C = .
P\ =) (1 1)
Estas ondas longitudinales se conocen como ondas P y su velocidad de propagacién es
la mostrada en (2.28).

cp = (2.27)

entonces
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Por otro lado, puede ocurrir que k y a sean perpendiculares. En ese caso, a-k =0
y por tanto, la ecuacién (2.26) resulta

—w?psa — p(k x (k x a)) = 0.

2
Teniendo en cuenta que |k x (k x a)| = |k|?|a|, entonces se obtiene que |k|> = Ybs
I
Como la velocidad de propagacién de las ondas planas se define por
w
= —, 2.29
Cs |k’ ( )
entonces
P (2.30)
Ps

e introduciendo (2.16) en la ecuacién (2.30) se obtiene

FE
Ce = 4| ———.
2ps(1 + V)

Estas ondas transversales se conocen como ondas S y su velocidad de propagacién es
la mostrada en (2.30)

2.3. Problema multicapa

Si se considera un medio multicapa que estd formado por un primer medio que es
un fluido, un segundo medio que es un sélido visco-elastico y un tercer medio que es
otro fluido, el desplazamiento complejo U(p) en cada uno de los medios viene dado
por la combinacién lineal de una onda plana incidente y una onda reflejada. En estos
problemas se ha supuesto que ambos fluidos son no acotados y que el espesor del sélido
visco-elastico es igual a L.

En el caso del fluido, el desplazamiento viene dado Unicamente por una combina-
cion lineal de ondas longitudinales, por lo que el desplazamiento complejo en el fluido
compresible es

U"(p) = CreiRmther) gy 4 Cpei(Fipithepa) g (2.31)

donde p; y po son las coordenadas del vector posicién con respecto a la base candnica
{e1,e2}, C1 y C son las amplitudes de la onda regresiva y progresiva, respectivamente,
ki = (—ki, k2)'y kr = (k1, ko)" son los vectores que indican la direccién de propagacién
de la onda regresiva y progresiva, respectivamente y dj y dy son los vectores que indican
la direccién de desplazamiento de la onda regresiva y progresiva, respectivamente. Al
estar en el caso de ondas longitudinales se debe cumplir que di||k; v dr|lkr v la

. : . w
ecuacién de dispersién |k| = —.
o

En el caso del sélido visco-eldstico, el desplazamiento viene dado por una com-

binacién lineal de ondas longitudinales y ondas transversales. Asi, el desplazamiento
complejo en el sélido visco-elastico esta dado por

US(p) = Up(p) + Us(p),
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donde ‘ ‘
U,(p) = Cgez(*klppl+k2ppz)dlp + C4€l(klppl+k2pp2)dRp’ (2.32)

es el desplazamiento dado por las ondas longitudinales, con C5 y C4 las amplitudes de la
onda regresiva y progresiva, respectivamente, ki, = (—k1p, ]{72p)t y kr, = (k1p, k‘gp)t son
los vectores que indican la direccién de propagacion de la onda regresiva y progresiva,
respectivamente y dy, y dr, son los vectores que indican la direccién de desplazamien-
to de la onda regresiva y progresiva, respectivamente. Al estar en el caso de ondas
longitudinales se debe cumplir que di, || k1, ¥ dgr, || kr, y la ecuacién de dispersién

|k1,| = |kr,| = “. Adicionalmente,
‘p

Us(p) — C5ei(*k1sp1+k2sp2)dls + 06€i(k1sp1+k2spz)dR" (2_33)

es el desplazamiento dado por las ondas transversales, con C5 y Cg las amplitudes de la
onda regresiva y progresiva, respectivamente, ki, = (—kis, ko)t y kr, = (kis, kas)! son
los vectores que indican la direccién de propagacion de la onda regresiva y progresiva,
respectivamente y dj, y dr, son los vectores que indican la direccién de desplazamien-
to de la onda regresiva y progresiva, respectivamente. Al estar en el caso de ondas
transversales se debe cumplir que di, L k1, v dr, L kr, y la ecuacién de dispersién

w
C,

S
En las subsecciones siguientes se van a detallar dichas ecuaciones tanto para inci-
dencia normal como para incidencia oblicua.

2.3.1. Incidencia normal

Se considera el problema de propagacién multicapa en incidencia normal (véase
Figura 2.1), en el cual la direccién de propagacién de las ondas planas es perpendicular
al medio multicapa, es decir, el vector niimero de onda en el fluido es paralelo a e;.

Medio 1 Medio 2 Medio 3
71 V) V4
Czeik1p1 C4eikpp1
———— .
Cge™r
_—
C,e™P1 Caee™
-— B —
p,=0 p,=L

Figura 2.1: Esquema de la propagacion de ondas planas con incidencia normal en una
multicapa que involucra tres medios (cada uno con una impedancia caracteristica aso-
ciada Z; con j =1,2,3.
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Lo primero que se debe notar es que en el fluido todas las ondas planas son longi-
tudinales, es decir, el vector desplazamiento es paralelo a la direccién de propagacién
de la onda luego, en (2.18) hay que tener en cuenta que a || e; y por tanto,

e (1),

w
donde k1 = —, siendo ¢ la velocidad del sonido en el fluido. Es por esto que, siguiendo
c

0
(2.31), el campo de desplazamientos complejo en el primer medio y en el tercer medio,
ambos fluidos y de idénticas propiedades, viene dado, respectivamente, por

U, (p) =(Cre” ™71 + Cye™P e, (2.34)
Us(p) =(Cre ™7 + Cge™1P)ey, (2.35)

donde Cj, con j = 1,2,7,8, son constantes complejas que modelan la reflexién y la
transmision entre las distintas capas. Ademads, en el primer fluido compresible la solu-
cién de ondas planas para el campo de presiones resulta

1L (p) = Cye(—kapithapz) | C*2e’i(/~ﬂ1pl—Hmpg)7 (2.36)

donde C4 y Cy son las amplitudes en presiones de la onda regresiva y progresiva, respec-
tivamente y en el tercer medio, que también es un fluido compresible con propiedades
idénticas a las del primer medio, la solucién de ondas planas en términos del campo de
presiones resulta

II3(p) = C'?ei(—klm-i—k‘zpz) + égei(k‘lpl-&-bm)’ (2.37)

donde C7 y Cg son las amplitudes en presiones de la onda regresiva y progresiva,
respectivamente.

En el sélido visco-elastico aparecen ondas planas longitudinales, en las que el vector
desplazamiento es paralelo a la direcciéon de propagacién de la onda, es decir, a partir
de (2.23), y teniendo en cuenta que a || e; resulta

_ (P
A+ 2u

w .,

donde k, = — y ¢p = . En este modelo también aparecen ondas planas
p Ps

transversales, en las que el vector desplazamiento es perpendicular a la direccién de

propagacion de la onda, esto es, se satisface que

ks
ale vy kz—<0>,

donde ks = d y s = Mﬁ. Por tanto, siguiendo (2.32) y (2.33), el campo de des-
Cs Ps

plazamiento complejo en el segundo medio, que es un sélido visco-elastico, viene dado
por

Us(p) = Up(p) + Us(p) = (Cze™ Pt 4 Cyei*ertye,
+ (Cse™ P14 Cget™Pr)ey,  (2.38)
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donde C}, con j = 3,4,5, 6, son constantes complejas que modelan la reflexién y trans-
misién entre las distintas capas.

2.3.2. Incidencia oblicua

Si se denota por 51 € (0,7/2) al angulo de incidencia de la onda en el fluido (el
caso 51 = 0 se corresponde con el problema de incidencia normal), el vector niimero de
onda en el fluido es paralelo a (cos(81), sin(61))", por lo que, teniendo en cuenta (2.31),
el desplazamiento complejo en el primer fluido compresible viene dado por

S 01

donde Cj son constantes complejas que modelan la reflexién y la transmisiéon entre los
medios 1 y 2. Ademas, como las ondas son longitudinales, el vector desplazamiento es
paralelo a la direccién de propagacién de la onda, es decir

ky = (:;) =k (:i?é?i;) . (2.40)

Teniendo en cuenta (2.22) y (2.40) se obtiene

ki = Zio <Zf§((gb)> . (2.41)

El desplazamiento en el sélido visco-eldstico es Us(p) = Up(p) + Us(p). Por un
lado, teniendo en cuenta (2.32), se obtiene

— i(—k1pp1+kapp2) i(k1pp1+kapp2) cos(Bp)
Uy(p) = (Cye + Cye ) (Sm( )

donde, como las ondas son longitudinales, el vector desplazamiento es paralelo a la
direccién de propagacion de la onda, es decir

e () -0 ()

Teniendo en cuenta (2.27) y (2.42) se obtiene
w (cos(fp)
ko=—|( . FP). 2.43
Yo <Sm(5p)> (243)

Por otro lado,

_ i(—k1sp1+kasp2) i(k1sp1+kasp2) - Sin(ﬁs)
Us<p) (056 +Cﬁe ) ( COS(,BS) )

donde, como las ondas son transversales, el vector desplazamiento es perpendicular a
la direccion de propagacién de la onda

k. = (Z;j) — ke (2;’55?:;) . (2.44)
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Teniendo en cuenta (2.29) y (2.44) se obtiene
w cos(ﬁs)>
ks=—1 . . 2.45
Cs (Sln(ﬁs) ( )

Por tanto, el desplazamiento complejo en el sélido visco-elastico resulta

Us(p) = Uy(p) + Us(p)

= (Cgei(fklpp1+k2pp2) 4 C4ei(k1pp1+k2pp2)) <COS((gp))>
S p

+ <C5ei(—k1sp1+kzsp2) + C6€i(klsp1+k2sp2)) (;2:2;??) . (2.46)
donde k;, y ks vienen dados por las expresiones (2.43) y (2.45) y C; para j = 3,4,5,6
son constantes complejas que modelan la reflexién y transmision entre los medios 1, 2
y 3.

Si se realiza un razonamiento andlogo al realizado para el primer medio se obtiene
que en el tercer medio, que también es un fluido compresible con las mismas carac-
teristicas que el primer medio, el desplazamiento complejo viene dado por

Us(p) = (C7ei(—k13771+k23p2) + Csei(k13p1+k23m)) <C?S((gg))> , (2.47)
S O3

donde C, para j = 7, 8, son constantes complejas que modelan la reflexién y la trans-
misién entre los medios 2 y 3. Ademas, como las ondas son longitudinales, se verifica
que el vector desplazamiento es paralelo a la direccién de propagacion de la onda, es

= (1) =0 (365) -

Teniendo en cuenta (2.22), (2.48) y que tanto el primer medio como el tercero tienen
las mismas propiedades, se obtiene

P cos(fs)
35— Co Sin(ﬁg) )
2.4. Condiciones de acople

Una vez vistos los modelos matematicos que rigen cada medio y las soluciones en
forma de ondas planas con incidencia normal y oblicua en dichos medios, se deben
estudiar las condiciones de acoplamiento entre los medios que forman el problema de
propagacion de ondas. En todos los problemas a estudiar se considera que la interfaz
I'y estd situada en p; = 0, esto es

T = {(p1,p2) € R®: p1 = 0},
y que la interfaz 'y esta situada en p; = L, es decir,
Ty = {(p1,p2) €R®: p1 = L}.

Ambas interfaces planas son perpendiculares al eje de abscisas, por lo que se toma el
vector normal n = e;.
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2.4.1. Configuracién sin placa

Se considera el problema de propagacién acistica en un medio multicapa formado
por un fluido compresible, un sélido visco-elastico y un fluido compresible (véase la
Figura 2.1).

Las condiciones de acople entre un fluido compresible y un sélido visco-elastico
vienen dadas por la continuidad de los desplazamientos normales en la interfaz y la
continuidad de los esfuerzos normales, es decir,

U"(p)-n=U5p)-n, (2.49)
~ln=CEUS)n. (2.50)

Por tanto, las condiciones de acople (2.49) y (2.50) en cada una de las interfaces son

Ui(p) - n =Usy(p) -nenly,
—IIin =C(E(U2))n en I'y,
Ujs(p) - n =U;s(p)-nen 'y,
C(E(Uz2))n =—1II3n en I'y.

Ademas, en los fluidos compresibles 1 y 3 se satisface
Il; = —pocg DivU,, paraj =1, 3, (2.55)
mientras que en el sélido visco-elastico se satisface la relacién

C(EUy)) = 2uEUs) + Mr(E(U2))I,

entonces
(C(E(Ug)))11> <2,uE11(U2) + A\Div U2>

C(E(Us))e, = - , 2.56
B = ((c(pw) 2> (U) (259

y asi, considerando (2.55) y (2.56), se puede escribir (2.52) como

2 . .
pocgDivU 1\  (2pE11(Uz) + ADivU,

< 0 ) = < 2 Ers(Us) en I';. (2.57)

Del mismo modo, considerando (2.55) y (2.56), se puede escribir (2.54) como

2uFE11(Us) + ADivU2\ [ poctDivUs3
< 2 Ers(Us) = 0 en I's. (2.58)

Incidencia normal

Se considera el problema de propagacion multicapa con incidencia normal. Si se
considera que la interfaz de contacto entre el primer fluido compresible y el sélido visco-
elastico es I'1, la ecuacién (2.51), teniendo en cuenta (2.34) y (2.38) y evaludndola en
p1 = 0 resulta

Ch1+ Cy=Cs+ Cy. (2.59)
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Sabemos que, en incidencia normal, utilizando (2.34) y (2.38) se obtiene
DivU; = ikl(—cleiiklpl + CQ@iklpl), (
Div Ug = iky,(—Cze™*oPt 1 Cyethopr), (2.61
EH(UQ) = ikp(—C3€_ikpp1 + C4€ikpp1) ( 6
) (

9

E12(Us) = %ks<—c5e*“fspl + Cge'™sPn),
y, por tanto, la ecuacién (2.57) resulta
pociky (—Cre P14 Coet1Pr) = (2 + Nk (—Cae™*oP1 4 Cyethopr),
0 = puks(—Cse™ M1 + Cge'™sr).
Por 1ultimo, evaluando estas tltimas ecuaciones en p; = 0 se obtiene

poC%kl(—Cl + CQ) = (QM + /\)/{p(—C[J, + 04), (2.64)
ko (—Cs + Ci) = 0. (2.65)

Por otro lado, se estudian las ecuaciones de acople entre el sélido visco-elastico y el
segundo fluido en la interfaz I'y. La ecuacién (2.53) se reescribe como

Cge_ikPL + C4eika = C7e_ik1L + C’geile. (2.66)
En incidencia normal, utilizando la expresién (2.35) se obtiene
DivUsg = ik (—Cre 1Pt 4 Cgetti1), (2.67)
Teniendo en cuenta las ecuaciones (2.61)-(2.63) y (2.67), la ecuacién (2.58) resulta
(2u + )\)kp(—nge_ikppl + C4€ikpp1) = pocgkl(—C’re_iklpl + Cgeiklpl),
puks(—Cse™*sPt 4 Cge™P1) = 0.
Por dltimo, evaluandolas en p; = L se obtiene
(24 + Nk (—Cze™*ol 4 Cuettely = pocdky (—Cre™ ™l 4 Cget™ L), (2.68)
piks(—Cre L ety = 0. (2.69)

De (2.65) y (2.69) se deduce que C5 = 0y Cs = 0 lo que significa que en incidencia
normal en el sélido visco-elastico sélo aparecen ondas longitudinales.

Para modelar que no existen ondas planas que se propagan del medio 3 al sélido
visco-elastico se usa la condicién de radiacién siguiente:

ou .
lfm <3 - 2k1U3> =0,
p1—>+0o0 8])1
lo que implica, utilizando la ecuacién (2.35), que C7 = 0. Por tanto, el sistema lineal
que se debe resolver para determinar todas las constantes que determinan las ondas
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planas en los tres medios, viene dado por las ecuaciones (2.59), (2.64), (2.66) y (2.68),
es decir,

C1—C3—-Cy =—Cy,
pocgklcl — (2# + )\)kpC?, + (2,u + )\)kp04 = poC%]ﬁCQ,
e—ikszC?) 4 eik‘ch4 _ eik1L08 =0,

(21 + Nkpe *oL Oy — (2 + Nkpe» L Cy + pocdkie*1LCy =0,

(2.70)

donde Cs es la amplitud de la onda incidente que se propaga del primer medio al resto,
la cual ha sido asumida como conocida.

Incidencia oblicua

Se considera ahora el problema de propagacion de ondas planas con incidencia
oblicua a través de un medio multicapa formado por tres medios, con un dngulo de
incidencia 8; € (0,7/2). Si se considera que la interfaz de contacto entre el primer
fluido compresible y el sélido visco-elastico es I'1, la ecuacién que se obtiene al imponer
la continuidad de los desplazamientos normales como se indica en (2.51), utilizando
(2.39) y (2.46) es

<Clei(—k1p1+k2pz) + CQei(klpl“‘f?p?)) cos(f1)
_ (OSGi(fklppl+k2pp2) + C4ei(k1ppl+k2pp2)) cos(Bp)

o <C5€i(—k1sp1+kzsp2) + Cﬁei(k1sp1+kzsp2)) Sin(ﬁs). (2_71)

Evaluando (2.71) en p; = 0, se obtiene
202 (C) 4 Cy) cos(Br) = €*20P2 (C3 + Cy) cos(Bp) — €72 (C5 + Cg) sin(Bs). (2.72)

La continuidad de los desplazamientos normales debe cumplirse a lo largo de toda la
interfaz I'1, es decir, se debe satisfacer (2.72) para todo py € R, lo cual implica

ko = kap = ko, (2.73)
de donde resulta, simplificando las expresiones que dependen de la variable ps en (2.72),
(C1 + Cy) cos(B1) = (Cg + C4) cos(Bp) — (Cs + C) sin(fs). (2.74)

Sabemos que, en incidencia oblicua, utilizando (2.39) y (2.46), se obtiene

DivU, =i [kll(_clefikupﬂrkzlpz + CQeik11p1+k21p2) COS(,@l)

+k21(016—ik11p1+k21p2+C2eik11p1+k21p2)sin(ﬁl) 7 (2‘75)
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DivU;y = [C3€i(_klpp1+k2pp2)(—k1p cos(Bp) + kap sin(Bp))

+ Cyetkwopitkaom2) (k) cos(B,) + kap sin(fBp))
+ 0561(—klspl+k2sp2) (kls Sin(ﬁs) + kQS COS(BS))

+ CpelRaspitkaspe) (g in(B0) + ko cos(ﬁs))} . (2.76)

Ell(UQ) — |:k;1p <7036i(—k1pp1+k2pp2) + C4ei(k1pp1+k‘2pp2)) cos(ﬁp)

+ kis <C5ei(—k1sp1+kzsp2) _ Cﬁei(—k15p1+kzsp2)) Sin(ﬁs)} , (2.77)

E1a(Us) = % [C361(_k1pp1+k2pp2)(_klp sin(Bp) + kap cos(Bp))

+ CyeiFropithepr2) (k) sin(B,) + kap cos(Bp))
— Cgel(hspithasp2) () - cos(Bs) 4 kas sin(fs))

+ Cge’TRsPrFkas2) (k) cos(Bs) — kos sin(ﬁs))} . (2.78)

Div U3 — [klg(_c7e*ik1sp1+k23p2 + Cseik13p1+k23p2) COS(,@3)

+ k23(07€—ik13171+k23p2 + Cgeikl3pl+k23p2)sin(ﬁ3)} ] (2'79)

Por otro lado, de la ecuacién (2.57) para incidencia oblicua, utilizando las ecuaciones
(2.75)-(2.78) y evaluando en p; = 0, resultan las ecuaciones

e*2p2 52 [y (—Cy + Cy) cos(B1) + ka(Cy + Ca) sin(B1)]
= ™72 (21 + A)kip(=C + Ca) cos(Bp) + Map(C3 + Ca) sin(By)]
+ eik%p? [(2'u + A)kls(cf) — 06) Sin(ﬁs) + )\kZS(CE) + CG) COS(/BS)] 5 (2'80)

0 = 11 |#20P2 (kg (C5 + Cy) cos(Bp) + k1p(—C3 + Cy) sin(B,))

+ etk2P2 (oo (—C5 — Cg) sin(fBs) + k1s(—Cs + Cs) cos(Bs))| . (2.81)

Teniendo en cuenta de nuevo que la continuidad de los esfuerzos normales (2.80) y
(2.81) deben darse en todos los puntos de la interfaz I'y, se cumple de nuevo (2.73) y
se obtiene, simplificando el factor e?*2pP2 £ 0 para todo ps € R,

poch [k1(—C1 + Cy) cos(By) + k2(Cy + Co) sin(fy)]
= [(21 4+ N)ki1p(—Cs + Cy) cos(Bp) + Akap(Cs + Cy) sin(Bp)]
+ [(2,& + )\>kls(c5 — C@') sin(ﬁs) + /\k’QS<C5 + C@') COS(ﬁs)] , (2.82)

0 = 1 [(k2p(C5 + Ca) cos(Bp) + k1p(—Cs + Cu) sin(5p))
+ (k2s(_c5 - Cﬁ) Sin(ﬂs) + kls(_c5 + Cﬁ) COS(BS» ] . (2'83)



2.4. Condiciones de acople 21

Por otro lado, se deben estudiar las ecuaciones de acople entre el sélido visco-elastico
y el segundo fluido. Si se tienen en cuenta las ecuaciones (2.46) y (2.47), considerando
la ecuacién (2.53) sobre la interfaz de contacto I'y resulta

eikgpm (C’ge_iklppl + C4eik1pp1> cos(ﬁp) _ ei/mspg (C5e—ik1sp1 + O6eiklsp1> Sin(ﬁs)

— tk23p2 <C7eﬂk13p1 + C861k13p1> cos(B3),

y evaludndola en p; = L se obtiene

ethapp2 (C’ge_iklpL + C’4eik1PL) cos(Bp) — gikasp2 (Cg,e_iklsL + C’GeiklsL> sin(fs)

= ¢tkasp2 <C7e_ik13L + Cgeikl?’L) cos(f3). (2.84)

La continuidad de los desplazamientos normales debe cumplirse a lo largo de toda la
interfaz I'9, es decir, se debe satisfacer (2.84) para todo py € R, lo que implica que

kop = kas = ka3, (2.85)

y por tanto, simplificando el factor e**2rP2 £ ( para todo ps € R,

<Cge_ik1PL + C46“’“PL> cos(fBp) — <C5e_ik15L + Cﬁ@iklsL) sin(fs)
= (C’767ik13L + Cgeikl?’L) cos(f3). (2.86)

Por otro lado, de la ecuacién (2.58) para incidencia oblicua, utilizando las ecuaciones
(2.76)-(2.78) y (2.79) y evaluando en p; = L resultan las ecuaciones

2002 | (201 4+ N)kyp(—Cse”F0l 4 Cye™el) cos(3,)
+\kgp(Cze~ kol 4 Oy eikinly Sin(ﬁp)}
+ eF2P2 | (21 + N\ kyg(Cse st — Cge*1sL) sin( ;)
+>\kzzs(c567ik15L + 066iklsL) COS(BS)]

= e"23P2 o [k13(—07€_ik13L + Cse™13L) cos(B3) + kog(Cre ™13l  Cgethish) Sin(ﬁs)} :
(2.87)

0=up [eikQPpQ (kop(Cae™ el 1 Cyuettiel) cos(B,) +kip(—Cse~*rl L Cyettv Ly sin(B,))

+ P2 (g (—Cre™F1sl — Cge™®isl) sin(By) + ks (—Cre ™15l + Cge™isl) cos(ﬁs))} :
(2.88)

Considerando de nuevo que la continuidad de los esfuerzos normales (2.87) y (2.88)
debe darse para todos los puntos de la interfaz I'e, se verifica la igualdad (2.85) y por
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tanto, se obtiene simplificando el factor e**2rP2 £ 0 para todo ps € R,

(21 + N) [klp(fcge—“ﬂpL + Cye™ely cos(By) + kis(Cse™Fisl — Cgeikishy sin(ﬁs)}
+ A [kgp(Cge_iklpL + C4eik1pL) sin(fBp) + k25(056_ik15L + CgeiklsL) cos(ﬁs)]

= pocg [klg(—C%e*ileL + C’geik”’L) cos(Ps) + k23(07efik13L + C’geik“L) sin(ﬂg)] ,
(2.89)
0=np [kgp(Cge_iklpL + Cue™*1e Ly cos(B,) + kip(—Cze el 4 Cye*ely sin(B,)

—Hfgs(—C5e*iklsL — C’GeiklsL) sin(fs) + kls(—Cg,e*iklsL + Cﬁeiklsl‘) COS(ﬂs)} . (2.90)

Para modelar que no existen ondas planas con incidencia oblicua que se propagan
del medio fluido 3 hacia el sélido visco-elastico se considera la siguiente condicién de
radiacién:

. oUs . .
p11—1>n+loo ((’% — ik COS(,Bg)Ug) =0,

lo que implica, considerando la ecuacién (2.47) que C7 = 0.
Por tanto, el sistema lineal a resolver, donde las incégnitas son las constantes C}

con j = 1,...,8 que determinan las ondas planas, es el formado por las ecuaciones
(2.74), (2.82), (2.83), (2.86), (2.89) y (2.90), es decir,

(cos(1)Ch — cos(Bp)C3 — cos(Bp)Ca + sin(Bs)Cs + sin(Bs)Cs = —Co cos(51),

w8 (P50 o e (S0 o

N e N Gl D )

—sin(fp) sin(Bp) cos(Bs) cos(fs) _
o (i)t ) (i )] =0
e~ 1L cos(B,)Cs + eF1ek cos(B,)Cy — e~ 1L sin(B5)Cs — e*1sL sin(B5) Cs
—e*13L cos(B3)Cs = 0

efilﬂkap. <_(2M + )\() Cos(ﬂp)>03 + eiklkap. ((2,& + >\) Cos(ﬁp)>c4

Asin(fp) Asin(8p)
—iksLy, (20 + A)sin(5s) ihaLq, [~ (20+ \)sin(By)
+etk Lks ( )\C(()Z(fs) >C5+ek Lk;s < )\COS(,BS) >C6
cos(O3

—pocie 13l ks )Cs =0,

Sin(ﬂg)
ikipLy. [~ sin(Bp) ity Ly. . (S0(Bp)  iknry (—cos(Bs)
: [6 ks (COS(ﬁpI)) )03 ety (cos(ﬁi)>c4 e ety <— sin(ﬁs)>c5
ikis cos(Bs) _
\ +-etF Lks-<_ sin(ﬂs))cﬁ] =0,

(2.91)
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donde Cs es la amplitud de la onda incidente en el primer fluido compresible que se
propaga al resto de los medios, la cual ha sido asumida como conocida.

2.4.2. Configuracion con placa rigida

Se considera ahora el problema de propagacién acustica en un medio multicapa
formado por un fluido compresible, un sélido visco-elastico, una placa rigida y un fluido
compresible.

En lo que sigue, se analiza la propagacién de ondas planas tanto para incidencia
normal como para incidencia oblicua. En ambos casos, al igual que en la configuracién
anterior la interfaz I'y estd situada en p; = 0 y la interfaz I's estd situada en p; = L.

Las condiciones de acople entre un fluido compresible y un sélido visco-elastico
vienen dadas por la continuidad de los desplazamientos normales en la interfaz y la
continuidad de los esfuerzos normales. Por tanto, las condiciones de acople son

Ul(p) n = Ug(p) ‘N en Fl, (292)
—H1 n = C(E(Ug))’n cn Fl, (293)

Ademsds, como se ha visto en la configuracién sin placa, en un fluido compresible se
satisface (2.55) y en un sélido visco-eldstico se satisface (2.56). Por tanto, se puede
escribir (2.93) como

21 .
pocgDivU 1\ (2pE11(Us) + ADivU,
< 0 ) = < 2 Ers(Us) enI'y. (2.94)

La condicién de continuidad de los desplazamientos normales en I'y resulta
Uz(p)-n =Us(p)-nenly, (2.95)

Por otro lado, la fuerza resultante F' que actia sobre la placa, es la diferencia de las
tensiones normales de cada uno de los medios que separa la placa. Por tanto,

F = —IIzn — C(E(Uy))n. (2.96)

Asi, teniendo en cuenta (2.17) y (2.96) se puede escribir la continuidad de los esfuerzos
normales en I'y como

—TIzn — C(E(Us))n = (—mw? — iws +r)Us en Ts. (2.97)
Considerando de nuevo (2.55) y (2.56), se puede escribir (2.97) como

<2uE11(U2) + ADiv U2> B <p0chiv Us;

—_— —_— 2 —_— )
2 Frs(Us) = 0 ) (—m iws+ 1)Uz en Ty, (2.98)

Incidencia normal

Se considera el problema de propagacién multicapa en la configuracién con placa
con incidencia normal. Si se considera que la interfaz de contacto entre el primer fluido
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compresible y el s6lido visco-elastico es I'1, la ecuacién (2.92), teniendo en cuenta (2.34)
y (2.38) y evaluando en p; = 0 resulta

Ch+Cy=0C5+C4. (2.99)
Se sabe que, en incidencia normal, se verifican (2.60)-(2.63) y por tanto, la ecuacién
(2.94) resulta

pociki(—Cre™FPL  Coet®1P1) = (20 4 N)ky(—Cze™*oPL  Cyethorr)
0 = pks(—Cse#sP1 4 Cgethspr),
y, evaludndolas en p; = 0 se obtiene
pociky (—C1 + Co) = (21 4+ N)kp(—C3 + Cy), (2.100)
pks(—Cs + Cg) = 0. (2.101)

Por otro lado, se han estudiado las ecuaciones de acople entre el sélido visco-elastico y
el segundo fluido en la interfaz de contacto I'y. La ecuacion (2.95), teniendo en cuenta
(2.38), (2.35) y evaluando en p; = L se reescribe como

Cze~ Pl 4 Oyettel = CremL | Cgethr L, (2.102)
Teniendo en cuenta (2.61)-(2.63) y (2.67), la ecuacién (2.98) resulta
(24 + Nk (—Cze™HoPr 1 CyethoPr) =Cre™MPL(—pocky — imw? + ws + ir)
+Cge™1P1 (pocdky — imw? + ws + ir),
pks(—Cse™HsPL 1 CgetksP1) =0
Evaluandola en p; = L se obtiene
(20 + N kp (—Cze™ L 1 Cuettrly =Cre™ ML (—pocdky — imw? + ws + ir)
+Cse™ L (pocdky — imw? + ws + ir), (2.103)
pks(—Cse L Cgethsly =0, (2.104)

De (2.101) y (2.104) se obtiene que C5 = 0y Cg = 0, por lo que se deduce que en el
sélido visco-elastico y en incidencia normal, no existen ondas transversales.

Para modelar que no existen ondas planas que se propagan del medio 3 al sélido
visco-elastico se usa la condicién de radiacién siguiente:

oUu
1fm <3 - ik1U3> =0,
p1—+oo \ Ip1
lo que implica, utilizando la ecuacion (2.35) que C7 = 0. Por tanto, el sistema lineal que
se debe resolver para determinar todas las constantes que determinan las ondas planas
en los tres medios viene dado por las expresiones (2.99), (2.100), (2.102) y (2.103), es

decir,
.

C1 — O3 — C4=—Cy,
pocgklcl - (2p+ )\)kp03 + (2u+ )\)kp04:poc(2)k1C2,
el Oy 4 el Oy — el Cy=0), (2.105)
(21 + Nkpe~*o L O3 — (2 + N)kpettr L Oy

+ef1 L (pocdky — imw? + ws + ir) Cs=0,
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donde Cs es la amplitud de la onda incidente que se propaga del primer medio al resto,
la cual ha sido asumida como conocida.

Incidencia oblicua

Se considera ahora el problema de propagacién de ondas planas en la configuracion
con placa rigida en incidencia oblicua a través de un medio multicapa formado por tres
medios, con un angulo de incidencia 8; € (0,7/2). Si se considera que la interfaz de
contacto entre el primer fluido compresible y el sélido visco-eldstico es I'y, la ecuacién
que se obtiene al imponer la continuidad de los desplazamientos normales, como se
indica en (2.51) y utilizando (2.39) y (2.46), es

(C1ei(_k1p1+k2p2) + C2€i(k1p1+k2p2)) cos(f1)
_ (Csei(fklpp1+k2pp2) n C4ei(k1pp1+k2pp2)) cos(3;)
_ (C5ei(—klsp1+k25p2) + Cﬁei(k15p1+kzsp2)) sin(fs).  (2.106)
Evaluando (2.106) en p; = 0 se obtiene
¢ (Cy + C) cos(r) = €072 (Cy + C) cos(By) — €™ (C5 + Cg)sin(By). (2.107)

La continuidad de los desplazamientos normales debe darse a lo largo de toda la interfaz
I'1, es decir, la ecuacion (2.107) se debe satisfacer para todo py € R, lo cual implica

ko = kap = ko, (2.108)

de donde resulta, simplificando las expresiones que dependen de la variable py en
(2.107),

(C1 4 C3) cos(p1) = (C3 4 C4) cos(Bp) — (Cs + Cs) sin(fs). (2.109)
Teniendo en cuenta que, en incidencia oblicua, se verifica (2.75)-(2.78), al considerar la
ecuacién (2.94) y evaluarla en p; = 0 se obtiene
™22 pocg (ki1 (—Ci + Cz) cos(B1) + ka1 (Cr + Ca) sin(f1))
= €202 (20 + N k1p(—Cs + Cy) cos(By) + Moy (Cs + Cy) sin(Bp))
+ €2 (20 + N)k1s(Cs — Ce) sin(Bs) + Mkas(C5 + Cs) cos(fs)), (2.110)

[ |:6ik2pp2(k2p(03 + C4) cos(Bp) + k1p(—C3 + Cy) sin(5y))
+ eil@sp2 (/{28(—05 — Cﬁ) sin(ﬁs) + kls(_CB + CG) COS(BS))] =0. (2'111)

Teniendo en cuenta de nuevo que la continuidad de los esfuerzos normales (2.110) y
(2.111) deben darse en todos los puntos de la interfaz I';, se cumple de nuevo (2.108)
y se obtiene, simplificando el factor e?*2rP2 £ 0 para todo ps € R,

pocg (kill(*cl + 02) COS(,Bl) + k21(01 + 02) Sin(,ﬁﬂ)
= (2 + N)kip(—C3 + Cy) cos(Bp) + Akap(Cs + Cy) sin(fp)
1 (20 + A)k1s(Cs — o) sin(Bs) + Meas(Cs + Co) cos(Bs),  (2.112)
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I [kgp(C;; + 04) COS(ﬁp) + klp(—03 + 04) Sin(,@’p)
+ kos(—C5 — Cg) sin(Bs) + k1s(—C5 + Cg) cos(Bs)] = 0. (2.113)

Por otro lado, se deben estudiar las ecuaciones de acople entre el sélido visco-elastico
y el segundo fluido compresible en la interfaz ['s. Si se tienen en cuenta las ecuaciones
(2.46) y (2.47), considerando la ecuacién (2.95) sobre la interfaz de contacto I's resulta

eikapQ <C3e—ik;1pp1 + C4eik1pp1> COS(Bp) . eik’zspz <C5e—ik1sp1 + C6€ik1sp1) sin(ﬁs)
— oik2sp2 <C7€*ik13p1 + Cseikwpl) cos(ﬂg),
y, evaludndola en p; = L se obtiene
oik2pp2 (036—““119’3 + C4eik1PL> cos(Bp) — ethzep2 (056_““5]: + C6€iklsL) sin(fs)
— th23p2 (C7e_ik13L + CseikwL) cos(3).

La continuidad de los desplazamientos normales debe cumplirse a lo largo de toda la
interfaz I'9, es decir, se debe satisfacer (2.107) para todo py € R, lo que implica que

kop = kas = kos. (2.114)
Por tanto, simplificando el factor e?*2vP2 = () para todo ps € R, resulta
(cge—“ﬂpL + c4ei’f1pL) cos(B,) — (cg,e—“ﬂsL + Cﬁe“ﬂsL) sin(fs)
= (C7e_ik13L + Cgeik“’L) cos(fs3). (2.115)

Por otro lado, de la ecuacién (2.98), utilizando las ecuaciones (2.76)-(2.78) y (2.79)
y evaluandolas en p; = L, resultan las ecuaciones

e'kzrp2 [(QM + Akip(—CseF0 4 Cue™ 0 ) cos(By) + Mkap(Cae™ et 4 Cyetel) sin(ﬁp)}
e [(2p 4 Ny (Coe™ 10 = Coe™ L) sin(B,) + Neao(Cse™ ™ E + CgeoF) cos(5,) |
_ pikaspz gikisL [pocg(kil?, cos(B3) + kagsin(fB3)) — (imw? — ws — ir) cos(fBs)], (2.116)
M [6““2:4’2 (kap(Cze™*wl o Cuet®ol) cos(B,) + kip(—Cae™*0l 4 Cue® el sin(B,))
+eth2sP2 (ko (—Cre sl — Cpet™sl) sin(Bs) + kis(—Cse™ sl 4 Cgethisl) COS(ﬁs))]
— e*23P2 (im? — ws — ir)Cge*13E sin(B3) = 0. (2.117)

Considerando de nuevo que la continuidad de los esfuerzos normales (2.116) y (2.117)
debe darse para todos los puntos de la interfaz I'y se verifica la igualdad (2.114) y por
tanto, se obtiene simplificando el factor e**2rP2 £ () para todo ps € R,

[(2,u + Nk1p(—Cae”Fel 1 Cue el cos(B,) 4 Mgy (Cze™Fel 1 Oyeihrel) sin(ﬁp)}
- [(2/,L + A ks (Cse™H1sl — Cge®1sL) sin(By) 4+ ko (Cse ™15l 1 Cgethish) cos(ﬁs)}

= M3 [ pocd (k13 cos(B3) + kag sin(Bs)) — (imw® — ws — ir) cos(f3)], (2.118)
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ks Cge_iklpL + C46““PL cos(By) + k1 —C’ge_iklpL + C’4eik1PL sin(f
p p P P

+has(—Cse™ Ml — Cge™s8) sin(Bs) + ks (—Cre™ *1s% + Cge™1eF) cos(ﬁs)}
— (imw? — ws — ir)Cge™ 3L sin(B3) = 0. (2.119)

Para modelar que no existen ondas planas con incidencia oblicua que se propagan
del medio fluido 3 hacia el sélido visco-eldstico se considera la siguiente condicién de
radiacion: U,

lim ( — ik COS(Bs)U3> =0,

p1—>+00 8 D1

lo que implica, considerando la ecuacién (2.47) que C7 = 0.

Por tanto, el sistema lineal a resolver donde las incégnitas son las constantes C'; con
j=1,...,8 que determinan las ondas planas, es el formado por las ecuaciones (2.109),
(2.112), (2.113), (2.115), (2.118) y (2.119), es decir,

cos(31)C1 — cos(B,)Cs — cos(By)Cy + sin(Bs)Cs + sin(Bs)Cs = — cos(f1)C
poc2ky- ( ?Os(ﬁl)>C’1 Ry <(2M + )\.) cos(ﬁp)>03 B kp'<(2/i + ) cos(Bp) )

sin(B) —Asin(8,) Asin(8,)
e e (U Yo e (G e
ukp<_cf);?(ﬁf ‘;)>Cg+ Ky (Sg;((gp%)c*ﬁ k. < COS((S:)))Cg,Jruk: (C‘;fnﬁgs )06

el cos(B,)C3 + ekl cos(B,)Cy — e~ 1L sin(B,)Cs — etF1=L sin(35) Co
—etksl cog(33)Cg = 0,

e—iklkap.(_(zu + /\() COb(ﬁP)>CS + eik1kap.<<2l’L + /\) Cos(ﬁp))c4

Asin(B,) Asin(B,)
fe—ihuL ks~((2“ )?ch\s)(sﬁlzl)%))c‘f’ 4 ikiel kg,(—(%i JCrO:() ;il)ﬂ(ﬁs))cﬁ
_gikiaL [ 2k (Z?r?((gj))> — (imw? — ws — ir) cos(ﬁg)} Cs =0,
ﬂe‘i’“lkap(_czisr(léf‘)’))C T etttk (ggg)c - uk(gg;)c
+ueik1stS.(f‘S’iS1§?EZ))cﬁ — k1L (imw? — ws — ir) sin(33)Cy = 0,
(2.120)

donde C5 es la amplitud de la onda incidente en el primer fluido compresible que se
propaga al resto de los medios, la cual ha sido asumida como conocida.

2.5. Niveles y coeficientes actisticos

Para resolver el problema de propagacién multicapa tanto en incidencia normal co-
mo en incidencia oblicua se han resuelto los sistemas de ecuaciones lineales que aparecen
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en el problema de la propagacién acustica de ondas planas a través de un medio mul-
ticapa, tanto para la configuracién sin placa rigida (véanse (2.70) y (2.91)) como para
la configuracién con placa (véase (2.105) y (2.120)). Una vez resueltos estos sistemas
lineales, se han calculado los coeficientes y niveles que se definen a continuacion:

Definicién 2.1 (Coeficiente de reflexién). El coeficiente de reflexion en la interfaz I'y
es el cociente del valor cuadrdtico medio de la presion reflejada vy la presion incidente,
es decir,

(Wr)rms
(Wi)rms

RI = ; (2.121)

I

donde m, y m son la presion reflejada y la presion incidente en el primer medio fluido,
respectivamente. El valor cuadrdtico medio (o valor RMS) de la presion m viene dado

por
T
()ems () = \/ 7|
2T

donde T'= < es el periodo de los campos armdnicos, siendo w la frecuencia angular.

M34s precisamente, en el caso de la propagacion de ondas planas, considerando (2.36),
se obtiene que

il t) = e (e G
m(p,t) = Re (e_iwté’le_ihm) ,

G

y por tanto, R =
Co

Definicién 2.2 (Coeficiente de transmisién). El coeficiente de transmision se define
como el cociente del valor cuadrdtico medio de la presion transmitida y la presion
incidente.
IT| = (m)rms’, (2.122)
(ﬂ_i)rms
donde m es la presion transmitida en el tercer medio fluido y m la presion incidente
en el primer medio.

M4s precisamente, en el caso la propagaciéon de ondas planas, considerando (2.37),
se obtiene que

7i(p,t) = Re (7! Coeitor)
m(p,t) = Re (e*i”tége*iklpl) ,

Cy

2

y por tanto, T =
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Definicién 2.3 (Nivel de reduccién de eco). El nivel de reduccién de eco se define
como

ER = —20log;o(|R)), (2.123)
donde R es el coeficiente de reflexion definido segin la ecuacion (2.121).

Este nivel proporciona una medida de lo que se reduce el sonido incidente después
de reflejarse en la plancha visco-eléstica.

Definicién 2.4 (Pérdida por insercién). La pérdida por insercion se define como

donde T es el coeficiente de transmision definido segun la ecuacion (2.122).
Este nivel representa la reduccion que sufre la senal al insertar la plancha.

Definicién 2.5 (Coeficiente de disipacién de potencia). El coeficiente de disipacion de
potencia se define como

FPD =1—|R|?> —|T%, (2.125)

donde R y T que son los coeficientes de reflexion y transmision, respectivamente, los
cuales vienen definidos por las ecuaciones (2.121) y (2.122), respectivamente.

Este coeficiente representa la fraccién de la potencia acustica incidente que no es ni
reflejada ni transmitida. Evidentemente, todas estas definiciones deben ser entendidas
en el marco de trabajo de las ondas planas armonicas.

2.5.1. Validacion

Para determinar las amplitudes de las ondas planas Cj, j = 1,...,8, los coeficientes
Ry T y los niveles ER, IL y FPD, se han realizado una serie de test con los que validar
la implementacion en MATLAB de estos cédlculos. En lo que sigue, se describe cada
uno de los test que se han realizado:

(i) Se han comparado los resultados numéricos obtenidos con la implementacién del
programa que resuelve la propagacién de ondas planas en incidencia normal con
los obtenidos en el caso de incidencia oblicua considerando que el angulo de inci-
dencia es f; = Orad. Se ha comprobado que los resultados son idénticos. En este
caso, con 1 = 0 se tiene que

w (cos(f) w (1
ki=—1 . = — ki1 =k;.
"o <Sln(51)> co <0> v
A partir de (2.73) y (2.85), se obtiene que

0=~ sin(B,) = Cgsin(ﬂs) = %Sin(ﬁrf),

Cp S

es decir, 0 = sin(3,) = sin(fs) = sin(f3). Como se considera que todos los dngulos
estan entre 0 y 7/2 entonces

/Blzﬂp:ﬂs:ﬂ?)zoa
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y como consecuencia, k13 = kj. Teniendo en cuenta (2.41), (2.43) y (2.45) se

w (1 w (1 w (1
bti k= — kp = — =2 \o)
obtiene que ki co <0>’ p Cp <0> Y Cs (0>

Por tanto, el sistema de incidencia oblicua (2.91) es AC = b donde

1 -1 -1 0 0 0
poctks  —(2u+ Nk, 2p+ Nk, 0 0 0
A 0 0 ‘0 — ks ks 0
= o e—ikpL ik 0 0 _eik1L 5
0 (2u+ Nkpe el —(2u + \)kpethel 0 0 pocikieFrl
0 0 0 —ukse_““sL ukseikSL 0
Cy ;02
Cs pocok1Ca
. e . 0
C= C’: yb= 0 ,
Cs 0
Cs 0

donde C5 es la amplitud de la onda incidente en el primer medio fluido. Es claro
que dicho sistema es equivalente al sistema de incidencia normal (2.70).

(ii) Se ha considerado un test donde se ha incrementado la densidad de masa del
sélido a valores muy altos, para obtener |R| &~ 1y |T| ~ 0. Teniendo en cuenta
la definicién (2.121) y (2.122), se necesita conocer el valor de C; y Cg que son las
amplitudes de la onda reflejada en el primer medio fluido y de la onda transmi-
tida en el tercer medio fluido, respectivamente, obtenidas a partir del sistema de
incidencia normal (2.70). Estas soluciones son

Coi(pgeght — (2 + A)?k2) sin(kpL)

C - ’

T i(pBebk + (21 + N)2k2) sin(ky L) + (—2p0cZk1 (21 + Ak cos(kp L)
O — —2p06%/€1(2u + /\)kp

7 eihiL (isin(ky L) (02chk? + (2 + N)2k2) + cos(kp L) (—2p0c2k1 (20 + Akp))
Por tanto,

R| = Cy i(pgeki — (2p 4 X)?k2) sin(k, L)

| Cy i(pgeokt + (2p+ A)2k2) sin(kp L) 4+ (—=2pocgki (i + N)ky) cos(kyL) |
y asi

R| = i(A — Bps) sin(k,L) ]
N i(A + Bps) sin(k,L) — C/ps cos(kpL) ps—o0

donde A = p3cik?, B = (2u+ \)? y C = —2pocdk1(2u + A) son constantes

independientes de ps.
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(iii)

Por otro lado, con un razonamiento anélogo, se obtiene

T = Cs| _ —2pocghi(2p + Ny
Cy ekl (isin(kpL)(p3ck? + (2p 4 X)2k2) — 2 cos(ky L) pocike (20 + Nkyp) |
y por tanto,
7] = e
e L (isin(kpL)(A + Bps) 4 cos(kpL)(C'y/ps)) | ps—o0

donde A, B, C son constantes independientes de ps.

Se ha considerado un test en el que las propiedades del sdlido visco-elastico sa-

tisfacen ciertas relaciones para obtener |R| = 0 y |7| = 1. Més precisamente,
si

Ps = PO,

204 X = po ¢,

p =0,
entonces

w w

w w
Cp [2p4A 0 cg Co
Ps PO

En este caso, el sistema de incidencia normal (2.70) es

kp = = k.

C1-C3—-Cy =—0Cy,
C1—C3+Cy =0Cy,
efikacg 4 eikPL04 _ eileCS =0,
—e oLy 4 el Oy — MLy =0,

Este sistema tiene como solucion C7; =0, C3 =0, Cy = Cy y Cs = C5. Por tanto,
utilizando las definiciones (2.121) y (2.122), obtenemos |R| =0y |T| =1

Se ha considerado un problema de incidencia normal con tres medios fluidos
compresibles, donde el primero y el dltimo tienen las mismas caracteristicas fisicas.
La validacion se ha realizado al comparar la solucién numérica con la obtenida a
partir de la expresion del coeficiente de transmisién y reflexiéon mostrada en [16]
para un problema multicapa con tres fluidos de diferentes caracteristicas. Como
indica [16],

O ( a %) cos(koL) +1 <% — %) sin(ko L)
T Oy <1 + %) cos(keL) + 1 (% + %> Sin(kQL)’

R (2.126)

3
donde Zj, j = 1,2,3 son las impedancias caracteristicas de cada uno de los tres

fluidos que estan en contacto, k9 es el nimero de onda del segundo medio y L
es la distancia entre las dos interfaces existentes (véase la Figura 2.1). Teniendo
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en cuenta que, en nuestro caso, tanto el primer medio como el 1ltimo tienen las
mismas propiedades, entonces Z; = Z3. Al sustituir en (2.126), se obtiene

i (% . %) sin(ksL)

2cos(kaL) + i (% + %) sin(ko L) :

1

R| =

Ademds, segun [16], se obtiene

4

7] = ; :
(2+ %+ 2) cos2(hall) + (5 + 4450 ) sin®(koL)

(2.127)

Al tener en cuenta que, el primer y el tltimo medio tienen las mismas propiedades
Zy = Zs y asi (2.127) se convierte en

1
7] = :

2
141 (2 - 2) sin?(kl)

De la misma forma se ha validado la resolucién numérica del problema de propagacién
acustica de ondas planas, que involucra un medio multicapa, similar al anterior, donde
en la parte posterior de la capa de material visco-elastico se sitiia una placa rigida. Al
igual que en el caso anterior, se ha realizado la implementaciéon tanto para incidencia
normal como para incidencia oblicua, calculando las amplitudes de las ondas planas en
cada medio. La validacién incluye tres problemas test:

(v) Se han comparado los resultados numéricos obtenidos con la implementacién que

resuelve la propagacion de ondas planas en incidencia normal con placa rigida con
aquellos que se corresponden con el caso de incidencia oblicua con placa rigida,
considerando el angulo de incidencia 81 = 0. Se ha comprobado que los resultados
son idénticos. Puesto que 81 = 0 se tiene

P cos(f1)) _ w (1
"o \sin(B1)) o \0)
y, a partir de (2.73) y (2.85), se obtiene que

0= = sin(By) = = sin(B) = Z”—Osin(ﬂs),

Cp A

es decir, 0 = sin(f,) = sin(fs) = sin(fB3). Como se considera que todos los d&ngulos
estan entre 0 y /2 entonces

pr=PBp=PBs=p3=0.
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(vi)

Teniendo en cuenta (2.41), (2.43) y (2.45) se obtiene que k1 = “ <1> Jkp = ha <1)
co

0 cp \0
1
yks= d <O> . Por tanto, el sistema de incidencia oblicua con placa (2.120) viene
Cs
dado por

C1—C3—Cy = -0y,
—pocdk11C1 + (2 + N)k1pCs — (21 + Nk1p,Cs = —pocdk11C2,
e—iklch3 4 eiklch4 _ eiklgLCS — 0’
—(2u + Nkipe=FeLCs + (2 + N kipet*rECy
2 _ws—ir))Cy =0.

—etksl(pocBksy — (imw

Puesto que el primer y el ultimo fluido tienen las mismas propiedades, entonces

w
k11 =— =ks1
Co

y queda probado que el sistema es equivalente al sistema de incidencia normal
con placa (2.105).

Se ha realizado un test en el que las propiedades del sélido visco-elastico satisfacen
ciertas relaciones con las que se obtienen |R| y |7 en funcién inicamente de los
coeficientes m, s y r de la placa. Mas precisamente, si

Ps = PO,
2M+)\ZPOC%7 )
p=0,

entonces, el medio multicapa se puede considerar como formado por la secuen-
cia de medios fluido-fluido-placa-fluido donde los tres fluidos tienen las mismas
propiedades. Esto supone que

w w w w

kp = — = = =
Cp [2p+X poct  Co
Ps PO
En este caso, el sistema de incidencia normal con placa (2.105) viene dado por
Ci—C3—-Cy =0y,
Cr—C3+Cs =0y,
e—ileCS + eik1Lc4 _ eileCS — 0’

e~iMLOy — gihLey 4 eih1L (1 + w) Cs =0.

pocgilq

= kj.

La solucién de este sistema es

2 .
Oy = Oy = kL, —Mmw® —iws + 1

2poctiky + mw? + iws —r’
Cy = Cs,
2pocgik‘1

Cg =C. .
§ 22poc%ik1 + mw? + iws — 1
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(vii)

Por tanto, se satisface

2

R| Ol’: J2iki L —mw? — iws +r

Cy 2pocdiky + mw? +iws — 1|’
T Cg 2poc%ék1
I71= Cy ‘onc%ik:l + mw? +iws — 71|

Por dltimo, se han comparado los resultados numéricos obtenidos en el caso de
incidencia oblicua con placa, considerando que la placa rigida tiene impedancia
Z = 0, con los obtenidos a partir del programa de incidencia oblicua sin placa
rigida. La impedancia mecédnica de una placa rigida viene dada por (véase [10])

Z:s+i<—wm+£>,
w

donde m, s y r son, respectivamente, la densidad superficial de masa y los coefi-
cientes de viscosidad y elasticidad asociados al movimiento de la placa. Por tanto,
para imponer Z = 0 basta considerar s = 0 y r = mw?. Al sustituir estos valores
en el sistema lineal asociado al problema de incidencia oblicua con placa (2.120)
se obtiene

cos(1)C1 — cos(B,)C3 — cos(Bp)Ca + sin(fs)Cs + sin(fs)Cs = — cos(f1)Ca
poc2ky- ( ,COS(Bl)>Cl+kp-<(2M + )\.) cos(ﬁp)>03_kp ((2;; + A) cos(Bp) )

sin(31) —Asin(8,) Asin(Bp)
(210 + A) sin(Bs) (210 + A) sin(Bs) cos(f
JCS'< Acos(fs) >C5+ks'( —Xcos(fs) >06 = —pocgky <sm( 11 >
— sin(fp) sin(fp) cos(fs) cos(fs)
o)+ e O = s G oo e (505 J =0

e~ il cos(8,)Cs + el cos(B,)Cy + e~ 1L sin(B5) Cs + e*1:L sin(35) Cs
—etF13L cos(B3)Cg = 0,

je kil (—(2M + ) cos(ﬂp))c3 + ieiklkap~<(2’u +A) cos(ﬁp)>c4

Asin(fp) Asin(fp)
ie—ik1s (21 + A) sin(;) ks —(2p + A) sin(Bs)
+ie~ ik Lks.( A cos(B) )05 + ietk Lk:s.< Acos(B.) )CG

i 1)

iue_iklpl/kp,< Sln(ﬁp))c?)_'_ iueiklkaP.<Sln(ﬂp)>C4_ i/.te_iklst (COS( )>C5

cos(Bp) cos(Bp) sin(fs)
—‘y—Z'/LeiklstS' <—Czlsr(1(6;32)>06 =0.

que se observa que es equivalente al sistema de incidencia oblicua sin placa (2.91).



Capitulo 3

Problema inverso

Una vez que han sido descritos los modelos matematicos actusticos en el Capitu-
lo 2, la segunda parte de este proyecto se ha centrado en la resolucién numérica de
un problema inverso. Los tnicos datos conocidos de la plancha de polimeros son los
proporcionados por el fabricante, que son las dimensiones de la plancha, la densidad de
masa y una serie de graficas que muestran la respuesta en frecuencia del nivel de re-
duccién de eco, la pérdida por insercién y el coeficiente de disipacién de potencia. Para
obtener una caracterizacion acustica del material AptFlex SF5048 (véase [3]) mediante
un modelo visco-elastico, se necesita conocer su coeficiente de Poisson y su mdédulo de
Young.

3.1. Datos experimentales

La empresa Precision Acoustics, proveedora del material AptFlex SF5048, propor-
ciona los valores experimentales para el nivel de reducciéon de eco, la pérdida por in-
sercién y el coeficiente de disipacién de potencia. Las respuestas en frecuencia de este
material estan disponibles en tres configuraciones experimentales diferentes, como se
muestra en [3]:

(a) El comportamiento actstico de la placa polimérica trabajando mecanicamente
sin soportar cargas, en un rango de frecuencias entre 20 y 200kHz (véase la
Figura 3.1).

(b) El comportamiento actstico de la placa en contacto con una placa de acero de
5mm de espesor, en un rango de frecuencias entre 1 y 25 kHz (véase la Figura 3.2).

(¢) El comportamiento acustico de la placa de polimeros en contacto con una placa
de acero de 5 mm de espesor, en un rango de frecuencias entre 2 y 50 kHz y para
diferentes valores de presién hidrostética (véase la Figura 3.3).

Para poder utilizar los datos experimentales de las respuestas en frecuencia facili-
tados por el proveedor de la forma mas precisa posible, éstos se han digitalizado con el
programa digitizer de MATLAB (véase [23]), consiguiendo asi los valores numéricos

35
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Figura 3.1: Valores experimentales de la respuesta en frecuencia de la plancha polimérica

sin cargas para el nivel de reduccién de eco (a), la pérdida por insercién (b) y el
coeficiente de disipacién de potencia (c).

1 5 10 15 20 25 1 5 10 15 20 25

Frecuencia (kHz) Frecuencia (kHz)
(a) (b)

101
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A 80r
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Figura 3.2: Valores experimentales de la respuesta en frecuencia de la plancha polimérica
en contacto con una placa rigida de acero para el nivel de reduccién de eco (a), la pérdida
por insercién (b) y el coeficiente de disipacién de potencia (c).
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Figura 3.3: Valores experimentales de la respuesta en frecuencia de la plancha polimérica
en contacto con una placa rigida de acero para el nivel de reduccién de eco (arriba), la
pérdida por insercién (en medio) y el coeficiente de disipacién de potencia (abajo), a
distintas presiones hidrostaticas.
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de la respuesta en frecuencia experimental de los distintos niveles para alrededor de
200 frecuencias, que serdn las frecuencias de estudio en el problema inverso.

La finalidad del problema inverso considerado es encontrar los valores de la parte real
y la parte imaginaria del médulo de Young, E’ y E”, respectivamente, que proporcionen
una respuesta en frecuencia lo més préxima posible a la proporcionada por las medidas
experimentales. El valor del coeficiente de Poisson también es desconocido pero, durante
todas las pruebas, se utilizard v = 0.48, siguiendo el trabajo [14], que es el valor genérico
para los elastomeros de poliuretano. Ademads, siguiendo las especificaciones técnicas
proporcionadas por el proveedor del material Aptflex SF5048 (véase [3]), los datos que se
han utilizado para la plancha de polimeros son la densidad de masa ps = 2100kg/m? y el
espesor L = 0.05m. Por otro lado, en el modelo que contiene la placa rigida de acero los
datos utilizados son la densidad de masa voltimica p = 7850 kg/m? y el espesor [ = 5 mm
(por tanto, su densidad superficial de masa es m = 7850 x 0.005 = 39.25kg/m?).
Para calcular la densidad de masa del agua, se ha utilizado el estandar IAPWS-95
(véase [15]), que permite calcular la densidad de masa a partir de la temperatura y
de la presion hidrostatica. Ademas, para calcular la velocidad del sonido en el agua se
ha implementado una funcién que sigue el algoritmo explicado en el Capitulo 2 para
calcular dicha velocidad a partir de la temperatura y de la presién hidrostatica (véase
[6] ¥ [11]). En todos los cédlculos, se ha considerado una temperatura de § = 20°C y
una presién hidrostatica de mg = 101325 Pa.

3.2. Ajustes del médulo de Young en la configuracién sin
placa

En esta seccién y en las siguientes, se van a mostrar las distintas funciones objetivo
que deseamos minimizar en cada una de las configuraciones, asi como los resultados
numéricos obtenidos. Mds precisamente, en esta seccién se muestran las funciones ob-
jetivo utilizadas y los resultados numéricos obtenidos en la configuracién sin placa.

3.2.1. Ajuste considerando F’' y E” constantes

Se ha realizado un primer ajuste en el que se considera que la parte real y la parte
imaginaria del médulo de Young, E' y E” respectivamente, son constantes.

Nivel de reduccién de eco

Se denota por ER; *P con j =1,..., Ngr a los valores experimentales obtenidos al
medir el nivel de reduccién de eco en la configuracion sin placa (obtenidos a partir de
la Figura 3.1a), donde Ngg es el nimero de frecuencias de estudio. Del mismo modo,
se denota por ER;”11 con j =1,..., NgR, a los valores analiticos calculados a partir de
la resolucién del sistema (2.70), correspondiente al problema de propagacién actstica
en la configuracion sin placa. Se introduce, a partir del modelo, una funcién respuesta

ER;" = ER(E. f;), (3.1)

donde E = E' —iE" y f; es la frecuencia de trabajo. Asi, el problema de minimizacién
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viene dado por

Ner

> |ERSP — ER(z — iy, f;)[?
j=1

(E',E") = argmin

z,y>0 Ngr

> ERpP
7=1

Una vez realizado el ajuste, se puede calcular el error relativo cometido en norma Lo
utilizando la siguiente expresion:

Ngr e
> |ER{® — ER(E' — iE", f;)?

gER = 100 x =1

NEr

>_[ER;™P
j=1

Nivel de pérdida por insercion

Se denota por IL;XlD con j = 1,..., Ny, a los valores experimentales obtenidos al
medir la pérdida por insercién en la configuracién sin placa (obtenidos a partir de la
Figura 3.1b), donde Ny, es el nimero de frecuencias de estudio. Del mismo modo, se
denota por IL;ml con j = 1,..., Ny, a los valores analiticos calculados al resolver el
sistema (2.70), sistema asociado al problema de propagacién actstica en la configuracién
sin placa. Se ha introducido, a partir del modelo, una funcién respuesta

i = IL(E, f;), (3.4)

donde el médulo de Young es E = E'—iE" y f; es la frecuencia de trabajo. El problema
de ajuste viene descrito por

NiL R
> MLSP —TL(x — iy, f;)?
j=1

(E', E") = argmin
z,y>0

— (3.5)

>l
j=1

Con este ajuste realizado, se puede calcular el error relativo cometido en norma Lo del
siguiente modo:

S ILSP — IL(E —iE”, f;)[?

NiL

L

J=1
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Coeficiente de disipacién de potencia
Se denota por FPD;*” con j = 1,..., Nppp a los valores experimentales obtenidos
al medir el coeficiente de disipacién de potencia en la configuracién sin placa (obtenidos
a partir de la Figura 3.1c), donde Nppp es el nimero de frecuencias de estudio. Del
mismo modo, se denota por FPD;ml con j = 1,..., Nppp, a los valores analiticos
calculados a partir de la resolucién del sistema (2.70), el cual estd asociado al problema
de propagacion acustica en la configuracion sin placa. Se introduce, a partir del modelo,
una funcién respuesta -
FPD™ = FPD(E, f;), (3.7)

donde el médulo de Young es E = E'—iE" y f; es la frecuencia de trabajo. El problema
de ajuste se describe por

Nrpp o
> [FPDS® — FPD(x — iy, f;)]2
(E',E") = arg min - . (3.8)
z,y>0 Nrpp
>~ Ipeny
j=1

Una vez realizado el ajuste, se puede calcular el error relativo cometido en norma Lo
utilizando la siguiente expresién:

NrpD /\
> [FPD® — FPD(E’ — iE", f;)[?

gFPD =100 x =1

NrpD

D> [FPDFPP
j=1

Ajuste conjunto

Se denota por ER;™, IL;™ y FPD™ con j = 1,..., Npeq a los valores experi-
mentales obtenidos al medir el nivel de reducciéon de eco, la pérdida por inserciéon y
el coeficiente de disipacion de potencia, respectivamente, en la configuracién sin placa
(obtenidos a partir de las tres graficas de la Figura 3.1), donde Npeq es el nimero de
frecuencias de estudio en que se calculan los niveles. Se definen ER;“‘], ILJ‘?Lnl y FPDJ‘TM11
de forma idéntica a (3.1), (3.4) y (3.7), respectivamente. El problema de ajuste viene
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dado en este caso por

Nfreq

> _[ERP — ER(z — iy, f;)[?
(E',E") = argmin !
z,y>0 Ntreq

D [ER7P
j=1

Nfreq Nﬁ"eq o
D ILSP —TL(x — iy, f;)[? > |FPD*P — FPD(x — iy, f;)[?
j=1 J=1

Nfreq Nfreq

> > IPPyp

j=1 J=1

Una vez realizado el ajuste, se puede calcular el error relativo cometido en norma
Ly para cada uno de los niveles utilizando las expresiones (3.3), (3.6) y (3.9), donde
Ngr = N1 = NrpDp = Nireg-

Para calcular los minimos de cada problema de minimizacion, se han implementado
diversos programas en MATLAB que calculan el minimo de dichas funciones objetivo,
lo que nos permite mostrar los resultados numéricos obtenidos con cada uno de los
ajustes.

MATLAB incluye en su Toolbox de optimizacién, la funcién fmincon (véase [18])
que utiliza métodos iterativos para calcular el minimo de una funcién no lineal de varias
variables cuando ésta estd sujeta a restricciones. En los test numéricos realizados con
dicha funcién, se ha observado que utiliza un algoritmo que posee uinicamente conver-
gencia local y por tanto, solamente es capaz de resolver los problemas de ajuste si el
iterante inicial es préximo al minimo buscado. En nuestro problema inverso, que ha
sido formulado como un problema de minimizacién, dado que se desconocen las propie-
dades del material y se trabaja con un rango de valores muy amplio, la implementacién
de estos métodos iterativos tanto para la parte real como para la parte imaginaria del
modulo de Young no siempre proporciona los resultados deseados. Como alternativa
se ha implementado una nueva estrategia de optimizacién que, aunque mas costosa
computacionalmente, ya que se basa en un algoritmo de “fuerza bruta” (realiza una
busqueda exhaustiva entre los valores alcanzados por la funcién objetivo en un conjunto
discreto de posiciones), encuentra el minimo de una funcién de dos variables de forma
anidada en sucesivas iteraciones. Dicha funcién, llamada fminglobal, tiene como datos
de entrada: la funcién a minimizar, los extremos inferiores, a,, y b,,, y superiores, A,, y
By, de los intervalos en la iteracién m en los que se busca los valores de E’ y E” en los
que se alcanza el minimo y el nimero de puntos, n; y ng, logaritmicamente espaciados
contenidos en el intervalo de la primera variable y de la segunda, respectivamente, y en
los que la funcién objetivo sera evaluada.

La funcién fminglobal genera una rejilla de puntos contenida en [an,, Apm] X [0, Bm],
en la iteracién m, en los que se evalia la funcién a minimizar, y calcula la localizacién
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Figura 3.4: Representacion gréfica con respecto a la frecuencia de los niveles ER (arriba
a la izquierda), IL (arriba a la derecha) y FPD (abajo) tanto experimentales (linea
azul discontinua) como los numéricos (linea roja continua) considerando las funciones
objetivo (3.2), (3.5) y (3.8), en una configuracién sin placa y asumiendo que el médulo
de Young es complejo y constante.

del minimo en dichos puntos.

La eleccién de los extremos de los intervalos en los que se busca el minimo en ambas
variables es el siguiente: primero, se parte de intervalos de busqueda relativamente
grandes, para luego localizar el minimo de la funcién. Una vez hecho esto, se reduce
la longitud de los intervalos de biisqueda por un factor 10~! pero preservando que los
nuevos intervalos contengan la localizaciéon del minimo antes calculado. De este modo,
realizando un numero finito N de iteraciones, se obtiene una sucesion de conjuntos
encajados en los que se encuentra el minimo de la funcién de interés. Esta estrategia de
minimizacién permite localizar el minimo global buscado con una tolerancia prescrita.

Los resultados del ajuste para el modelo sin placa rigida, utilizando la funcién
fminglobal, y trabajando con frecuencias entre 20 y 200 kHz son los mostrados en la
Figura 3.4 para los ajustes individuales, utilizando las funciones objetivo (3.2), (3.5) y
(3.8), y en la Figura 3.5 para el ajuste conjunto, siguiendo la funcién objetivo (3.10).
Los valores tanto de la parte real como de la imaginaria del médulo de Young, calculados
como se indica en (3.2), (3.5) y (3.8) para los ajustes individuales y, en (3.10), para el
ajuste conjunto asi como el error relativo cometido en cada ajuste, calculado como se
indica en (3.3), (3.6) y (3.9), tanto para los ajustes individuales como para el ajuste
conjunto, se muestran en la Tabla 3.1.

El error cometido en el ajuste de ER individual es aproximadamente del 12% y
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Figura 3.5: Representacion gréfica con respecto a la frecuencia de los niveles ER (arriba
a la izquierda), IL (arriba a la derecha) y FPD (abajo) tanto experimentales (linea azul
discontinua) como numéricos (linea roja continua) considerando la funcién objetivo
mostrada en (3.10) en una configuracién sin placa y asumiendo que el médulo de Young
es complejo y constante.

1 1
100 120

’ H ER IL FPD Conjunto
E' [Pa] || 1.177 x 10® | 7.565 x 10% | 1.123 x 10® | 1.123 x 10®
E" [Pa] || 1.123 x 107 | 4.037 x 10° | 3.126 x 107 | 2.595 x 107

EER 12.34 % 86.25 % 93.48 % 26.34 %
L 100.25 % 2.83% 100.45 % 5.34 %
EFPD 13.57 % 35.77% 0.33% 1.07%

Tabla 3.1: Parte real y parte imaginaria del médulo de Young y errores cometidos en
el ajuste de los datos experimentales en la configuracién sin placa asumiendo moédulo
de Young constante tanto en los ajustes individuales como en el ajuste conjunto.
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en el ajuste conjunto es aproximadamente del 26 %. Por este motivo, se ha tratado de
mejorar el ajuste realizando otra suposicién sobre la parte real e imaginaria del médulo
de Young.

3.2.2. Ajuste considerando el médulo de Young como funcién lineal
de la frecuencia

Con el objetivo de mejorar los resultados obtenidos al suponer que tanto la parte
real como la imaginaria del médulo de Young son constantes, en lo que sigue se ha
considerado que la parte imaginaria del médulo de Young es una funcién lineal de la
frecuencia. Més precisamente, siguiendo el modelo propuesto en [20], se ha considerado
que el médulo de Young de la plancha de polimeros se puede escribir como

/ . /!
E=F —iwkE",
donde E’ y E” contintian siendo asumidas constantes.

Nivel de reduccién de eco

Se denota por ER;-3Xp con j =1,..., Ngr a los valores experimentales obtenidos al
medir el nivel de reduccién de eco en la configuracion sin placa (obtenidos a partir de
la Figura 3.1a), donde Ngg es el nimero de frecuencias de estudio. Del mismo modo,
se denota por ERJ‘thnl con j =1,..., Ngr, a los valores analiticos calculados a partir de
la solucién del sistema (2.70). Se introduce, a partir del modelo, una funcién respuesta

ER! = ER(E, f)), (3.11)

donde E = E' — i2n f;E" y f; es la frecuencia de trabajo. El problema de ajuste viene
dado por

Ngr

D |ERS® — BR(x — 27 fyy, f5)?
j=1

(E', E") = arg min
z,y>0

3.12
~— (3.12)

>_[ER;™P
j=1

Una vez realizado el ajuste, se puede calcular el error relativo cometido en norma Lo
utilizando la siguiente expresién:

Ngr -
> [ERS® — ER(E' — i2n f; B, f;)]?
=1
Egr = 100 x — (3.13)
Ngr
> ERpeP
j=1
Nivel de pérdida por insercién
Se denota por ILS™ con j = 1,..., Ny, a los valores experimentales obtenidos al

J
medir la pérdida por insercién en la configuracién sin placa (obtenidos a partir de la
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Figura 3.1b), donde Ny, es el ntimero de frecuencias de estudio. Del mismo modo, se

denota por IL]‘T’Lnl con j = 1,..., N, a los valores analiticos calculados a partir de la
solucién del sistema (2.70). Se introduce, a partir del modelo, una funcién respuesta
nl T
IL™ = IL(E, ), (3.14)

donde el médulo de Young es E = E' —i2nf;E" y f; es la frecuencia de trabajo. El
problema de minimizacién viene dado por

Ny, R
> MLPP —TL(x — 27 fiy, £5) 12
(E', E") = argmin = (3.15)
I7y>0 NIL
>y
j=1
Con este ajuste realizado, el error relativo cometido en norma Lo es
Ny, R
> ALSP —TL(E — i2n f B, f;)]?
=1
&, = 100 x 2 (3.16)

Nip,
Z’IL]'?XPP
j=1

Coeficiente de disipacién de potencia

Se denota por FPD;™ con j = 1, ..., Nppp a los valores experimentales obtenidos al
medir el coeficiente de disipacién de potencia en la configuracién sin placa (obtenidos a
partir de la Figura 3.1c), donde Ngpp es el nimero de frecuencias de estudio. Del mismo
modo, se denota por FPDJ‘lenl con j =1,..., Nrpp, a los valores analiticos calculados a
partir de la solucién del sistema (2.70). Se introduce, a partir del modelo, una funcién
respuesta o

FPD = FPD(E, f;), (3.17)

donde el médulo de Young es E = E' — 2w f;E" y f; es la frecuencia de trabajo. El
problema de ajuste viene descrito por

Nrpp o
S" [FPD® — FPD(z — i2nfjy, f;)[?
(E',E") = argmin 2 . (3.18)
z,y>0 Nrpp
> [FPDJP?
j=1
El error relativo cometido en norma Lo es
NrpD o
S |FPD{® — FPD(E' — i2n f,E", f;)[?
i=1
Erpp = 100 x / ~ . (3.19)
FPD

> [FPDP2
j=1
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Ajuste conjunto

Se denota por ER;™, IL;™ y FPD™ con j = 1,..., Neq a los valores experi-
mentales obtenidos al medir el nivel de reduccién de eco, la pérdida por insercién y
el coeficiente de disipacién de potencia, respectivamente, en la configuracion sin placa
(obtenidos a partir de las tres graficas de la Figura 3.1), donde Ngeq €s el nimero de
frecuencias de estudio en que se calculan los niveles. Se definen ERf“l, ILJ*-ml y FPDJ‘?‘“l7
como en (3.11), (3.14) y (3.17), respectivamente. El problema de ajuste estd descrito
por

Nfreq —~
Z |ER;XP _ ER(;U — ZQ'/Tijv f])|2
j:l
(B, B") = arg min
z,y>0 Nirea
> ERSP2
Ntreq IS FPD
Z Lo (o i2nfyy, £y Z [FPD ;™ — FPD(x — i27 f;y, f;)|?
i=1 =
. +
Nfreq Nfreq
> LR > [FPDS?P?
i=1 B

(3.20)

Una vez realizado el ajuste, se puede calcular el error relativo cometido en norma
Lo, para cada uno de los niveles utilizando las expresiones (3.13), (3.16) y (3.19) con
Ngr = N1 = Nppp = Nireq-

Los resultados del ajuste para el modelo sin placa rigida trabajando con frecuencias
entre 20 y 200kHz, utilizando la funcién fminglobal (descrita en la Seccién 3.2.1)
son los mostrados en la Figura 3.6 para los ajustes individuales (véanse las funciones
objetivo (3.12), (3.15) y (3.18)) y en la Figura 3.7 para el ajuste conjunto (véase la
funcién objetivo (3.20)).

En la Tabla 3.2 se muestran los valores tanto de la parte real como de la imaginaria
del médulo de Young, calculados como se indica en (3.12), (3.15) y (3.18) para los
ajustes individuales y, en (3.20), para el ajuste conjunto asi como el error relativo
cometido en cada ajuste en norma Lo, calculado como se indica en (3.13), (3.16) y
(3.19), tanto para los ajustes individuales como para el ajuste conjunto.

Como se observa en la Tabla 3.2 los cambios en los errores de los ajustes individuales
de ER, IL y FPD no son significativos (véase resultados en la Tabla 3.1). Sin embargo,
al comparar los resultados obtenidos con médulo de Young constante con los obtenidos
considerando el médulo de Young como funcién lineal de la frecuencia, a pesar de que
el error cometido en ER en el ajuste conjunto disminuye de 26 % a 16 %, tanto el error
cometido en IL como el de FPD aumentan (de aproximadamente 5% a 40 % en el caso
de IL y de aproximadamente 1% a 21 % en el caso de FPD). Es por ello que este ajuste
no mejora cualitativamente los resultados del ajuste anterior.
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Figura 3.6: Representacion gréfica con respecto a la frecuencia de los niveles ER (arriba
a la izquierda), IL (arriba a la derecha) y FPD (abajo) tanto experimentales (linea azul
discontinua) como numéricos (linea roja continua) considerando las funciones objetivo
(3.12), (3.15) y (3.18), en una configuracién sin placa, asumiendo que la parte imaginaria
del médulo de Young es una funcién lineal de la frecuencia.

ER IL FPD Conjunto

E' [Pa] || 1.097 x 10® | 1.204 x 10° | 6.893 x 107 | 1.123 x 10%
E" [Pa] || 1.233 x 10! | 5.722 x 10% | 9.112 x 10" | 3.944 x 10"

EERr 14.63 % 90.02 % 93.29 % 16.20 %
&L 100.35 % 3.14% 101.52 % 39.71 %
ErpPD 38.10 % 49.92 % 4.07% 21.38%

Tabla 3.2: Parte real e imaginaria del médulo de Young y errores cometidos en el ajuste
de los datos experimentales en la configuracion sin placa asumiendo que el médulo de
Young es una funcién lineal de la frecuencia tanto en los ajustes individuales como en
el ajuste conjunto.
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Figura 3.7: Representacion grafica con respecto a la frecuencia de los niveles ER (arriba
a la izquierda), IL (arriba a la derecha) y FPD (abajo) tanto experimentales (linea azul
discontinua) como numéricos (linea roja continua) considerando la funcién objetivo
mostrada en (3.20) en una configuracién sin placa, asumiendo que la parte imaginaria
del médulo de Young es una funcion lineal de la frecuencia.
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3.2.3. Ajuste considerando el médulo de Young gobernado por una
funcién arbitraria que depende de la frecuencia

A la vista de los resultados obtenidos con los modelos mas simples, se ha supuesto
que el médulo de Young estd gobernado por una funcién arbitraria que depende de la
frecuencia angular, es decir, en el proceso de ajuste se buscan E’ (w)y E" (w) tal y como
se indica a continuacién.

Nivel de reduccién de eco

Se denota por ERjeXp con j = 1,...,NgRr a los valores experimentales obtenidos
al medir la reduccién de eco en la configuracién sin placa (obtenidos a partir de la
Figura 3.1a), donde Ngg es el nimero de frecuencias de estudio. Del mismo modo, se
denota por ER;”11 con j =1,...,NgR, a los valores analiticos calculados a partir de la
solucién del sistema (2.70). Se introduce, a partir del modelo, una funcién respuesta

ER;™ = ER(E}, f;), (3.21)

donde Ej = B — b} = E’(27rfj) - iE”(?wfj) y fj es la frecuencia de trabajo. El
problema de ajuste estd descrito por

[ER;™ — ER(z — iy, f))]

E/, E") = argmin , 3.22
( j ]) >0 ’ER;XP‘ ( )
para cada j = 1,..., Ngr. Una vez realizado el ajuste, el error relativo cometido en
norma L, se calcula utilizando la siguiente expresién:

Ngr e

> IER® —ER(E} —iE], f;)|?

=1

Egr = 100 x (3.23)

NEr

>_[ER;™P
j=1

Nivel de pérdida por insercion

Se denota por IL;XP con j = 1,..., Ny, a los valores experimentales obtenidos al
medir la pérdida por insercién en la configuracién sin placa (obtenidos a partir de la
Figura 3.1b), donde Ny, es el ntimero de frecuencias de estudio. Del mismo modo, se
denota por IL]‘T’Lnl con j = 1,..., N, a los valores analiticos calculados a partir de la
solucién del sistema (2.70). Se introduce, a partir del modelo, una funcién respuesta

L = IL(E;, f)), (3.24)

donde el médulo de Young es Ej = B —i L} = E’(waj) —iE’”(27rfj) y f;j esla frecuencia
de trabajo. El problema de minimizaciéon viene dado por

exp T . )
(E}, EY) = argmin L, — L@ — i, /;)
R

- : 3.25
rem o) (3.25)
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para cada j = 1,..., Ny1,. Una vez realizado el ajuste, se puede calcular el error relativo
cometido en norma Lo utilizando la siguiente expresion:

NiL

> LS — IL(E, — B, f;)]2

j=1

SIL =100 x (3.26)

NiL

>l
j=1

Coeficiente de disipacion de potencia
Se denota por FPD Je *P con j = 1,..., Nppp a los valores experimentales obtenidos al
medir el coeficiente de disipacién de potencia en la configuracién sin placa (obtenidos a
partir de la Figura 3.1c), donde Ngpp es el nimero de frecuencias de estudio. Del mismo
modo, se denota por FPD;Lnl con j =1,..., Nrpp, a los valores analiticos calculados a
partir de la solucién del sistema (2.70). Se introduce, a partir del modelo, una funcién

respuesta -
FPD™ = FPD(E}, f;), (3.27)

donde el médulo de Young es E; = E; —i L = E'(2nf;)—iE" (21 f;) ¥ f; es la frecuencia
de trabajo. El problema de ajuste Vlene dado por

[FPDS? — FPD(« — iy, f;)

E/,E") = argmin , 3.28
(), ) = arg i oD (328)
para cada j = 1,..., Nppp. El error relativo cometido en el ajuste es
Ngpp .
Z [FPD{* — FPD(E) — iEY, f;)|?
EFPD = 100 x =1 (3.29)
Nrpp
> ey
j=1

Ajuste conjunto.

Se denota por ER]-eXp, ILjeXp y FPD]-eXp con j = 1,..., Nyeq a los valores experi-
mentales obtenidos al medir el nivel de reducciéon de eco, la pérdida por inserciéon y
el coeficiente de disipacion de potencia, respectivamente, en la configuracién sin placa
(obtenidos a partir de las tres graficas de la Figura 3.1), donde Niq es el nimero de
frecuencias de estudio en que se calculan los niveles. Se definen ERanl IL; anl v, FPD; anl
como en las expresiones (3.21), (3.24) y (3.27), respectivamente. El problema de aJuste
se describe por

(E}, Ej) = argmin

ERP — BR(z — iy, f7)| 1L — L(w — iy, f)
z,y>0

exp exXp
[ERS™] [IL 5P|

FPD® — FPD(z — iy, f;

+ [FPD )
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Errores || Ajuste ER | Ajuste IL | Ajuste FPD | Ajuste Conjunto
ErR 0.23% 64.85 % 96.26 % 27.57%
&L 100.06 % 0.019% 100.18 % 0.35%
ErPD 65.20 % 18.55 % 0.15% 0.35%

Tabla 3.3: Errores relativos del ajuste de los datos experimentales en la configuracién
sin placa, asumiendo que el médulo de Young depende de la frecuencia.

paracada j = 1,..., Ngeq. Una vez realizado el ajuste, se puede calcular el error relativo
cometido en norma Lj, para cada uno de los niveles utilizando las expresiones (3.23),
(3.26) y (3.29), donde NER = NIL = NFPD = Nfreq.

Los resultados numéricos obtenidos para el modelo sin placa rigida trabajando con
frecuencias entre 20 y 200 kHz se muestran en la Figura 3.8 para el ajuste individual y en
la Figura 3.9 para el ajuste conjunto. En la Tabla 3.3 se muestran los errores relativos
cometidos en cada uno de los ajustes realizados frecuencia a frecuencia, calculados
como se indica en (3.23), (3.26) y (3.29), tanto para los ajustes individuales como para
el ajuste conjunto.

En la Figura 3.8, en la grafica del ajuste individual de FPD se aprecia que a fre-
cuencias bajas la parte real del moédulo de Young es inferior a la parte imaginaria. Este
hecho no es habitual ya que la parte imaginaria suele ser aproximadamente un orden
de magnitud menor que la parte real (véase [11]).

Ademsds, a pesar de que los errores cometidos en los ajustes independientes son
pequenos (todos por debajo de 0.2%) y los errores cometidos en el ajuste conjunto
tanto para IL como para FPD también son pequenos (ambos son aproximadamente
0.3%), el error al ajustar el nivel ER es de aproximadamente el 30%, lo cudl nos
lleva a descartar su uso y considerar solamente IL. y FPD para realizar el ajuste en la
configuracién sin placa rigida. A continuacién se describe este nuevo ajuste.

Se denota por IL;’Xp y FPD ;Xp con j = 1,..., Npeq a los valores experimentales
obtenidos al medir la pérdida por insercién y el coeficiente de disipacion de potencia,
respectivamente, en la configuracién sin placa (obtenidos a partir de las graficas de la
Figura 3.1), donde Nfgeq es el nimero de frecuencias de estudio en que se calculan los
niveles. Se definen IL;ml y FPD;-ml por (3.24) y (3.27), respectivamente. El problema
de minimizacién viene dado por

LS — L (x — iy, f;)]
|IL]‘?XPy

(E}, Ej) = argmin
z,y>0

[FPD — FPD(x — iy, f;)| 1)
]FPD;"XP\ T

paracada j = 1,..., Ngeq. Una vez realizado el ajuste, se puede calcular el error relativo
cometido en norma Lo tanto para la pérdida por insercién como para el coeficiente de
disipacién de potencia, utilizando las expresiones (3.26) y (3.29).

El ajuste considerando IL y FPD se muestra en la Figura 3.10
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Figura 3.8: Representacion gréfica con respecto a la frecuencia de los niveles ER (arriba
derecha), IL (en medio derecha) y FPD (abajo derecha) tanto experimentales (linea azul
discontinua) como numéricos (linea roja continua) utilizando las funciones objetivo
(3.22), (3.25) y (3.28), en una configuracién sin placa, asumiendo que el médulo de
Young estd gobernado por una funcién arbitraria que depende de la frecuencia (graficas

de la izquierda).
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Figura 3.9: Representacion gréfica con respecto a la frecuencia de los niveles ER (arriba
a la derecha), IL (abajo a la izquierda) y FPD (abajo a la derecha) tanto experimentales
(linea azul discontinua) como numéricos (linea roja continua) utilizando la funcién
objetivo mostrada en (3.30) en una configuracién sin placa, asumiendo que el médulo
de Young estia gobernado por una funcién arbitraria que depende de la frecuencia

(arriba a la izquierda).



54 3. Problema inverso

Errores || Ajuste con ER | Ajuste sin ER
EER 27.57% 29.11%
&L 0.35% 0.059 %

ErpPD 0.35% 0.39%

Tabla 3.4: Errores relativos del ajuste de los datos experimentales en el ajuste conjunto
con ER y el ajuste sin ER en la configuracién sin placa asumiendo que el moédulo de
Young estd gobernado por una funcién arbitraria que depende de la frecuencia.

E (Pa)

—IL analitico
-- IL experimental
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L L L | | | | |
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Figura 3.10: Representacién grafica con respecto a la frecuencia de los niveles IL (arri-
ba a la derecha) y FPD (abajo) tanto experimentales (Iinea azul discontinua) como
numéricos (linea roja continua) considerando la funcién objetivo mostrada en (3.31) en
una configuracién sin placa, asumiendo que el médulo de Young estd gobernado por
una funcién arbitraria que depende de la frecuencia (arriba a la izquierda).

Como se puede observar en la Tabla 3.4 aunque no se consideren los datos del nivel
ER en el proceso de ajuste, los errores cometidos al utilizar los datos experimentales
de los niveles IL y FPD son similares a los obtenidos en el ajuste conjunto de ER, IL
y FPD.

A pesar de que los errores cometidos en todos los ajustes realizados en esta seccién
son pequenos (sin tener en cuenta los problemas que surgen al ajustar los datos expe-
rimentales del nivel ER), se observa que la respuesta en frecuencia tanto de la parte
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real como de la parte imaginaria del médulo de Young presentan muchas oscilaciones.
Es por esto, que se va a realizar otro ajuste para tratar de conseguir respuestas en
frecuencia mas suaves.

3.2.4. Ajuste con informacion de gradiente y hessiano

A medida que se han realizado los distintos ajustes en los cudles las incognitas
eran la parte real y la parte imaginaria del médulo de Young, se ha observado que
ligeros cambios en los iterantes iniciales del algoritmo de optimizacién utilizados al
realizar el ajuste producen resultados muy diferentes. Para mitigar esta situacién, vamos
a reescribir el sistema (2.70) para tratar de realizar un ajuste més preciso que los
realizados anteriormente. El sistema lineal (2.70) que se resuelve en el problema de
incidencia normal es

1 -1 -1 0 Ch —Cs
—pocgkl (2M + )\)kp —(2M + )\)kp 0 03 . —pocgleg
0 e—ikpL eikpL _etkiL Cy B 0 ’
0 —(2u+ Nkpe= L (2 + Nkpettel —pocdkiettit Cs 0
w
donde k1 = — siendo c¢q la velocidad de propagacion de las ondas planas en el fluido
co
w A42
y kp = — siendo ¢, = + ,u’ la velocidad de propagacién de las ondas planas
Cp Ps

en el sélido visco-elastico. Si introducimos las impedancias caracteristicas Z7 = poco,
Zo = psCs, €l sistema lineal resultante se puede reescribir como

R A
—— 1 -1 0 _“1o
22 ‘ ‘ , Gl 2"
0 e tkpL ethpL —etkL Cy 0
0  —e—ikol gikpL _ éeile Cy 0
Z

Si se observa este sistema en detalle se puede apreciar que los términos exponenciales
que dependen de médulo de Young se pueden reescribir en términos de Re(kp)L y
em(e)L Por ello, se ha realizado un nuevo ajuste donde las incégnitas son § = Re(kp)L
y M =emk)l vy no By E”.

Asi, se ha considerado este sistema, que resuelve el problema de propagacion acustica
en la configuracién sin placa (2.70). A continuacién, se ha reescrito dicho sistema para

w
dejarlo en funcién de 0 y M. Basta tener en cuenta que Z1 = pgcy y Za = psCs = psk—

p
pswL . .
= ———— v el sistema (2.70) se reescribe como
5 +ilog M~ (2:70)
1 -1 -1 0 1 —Cy
—Zhw (21 + Nkp —(2u+ Nkp 0 Cs| | —ZwCs
0 e~ M % —etha L Cy 0

0 —@u+Nkpe M (2u+ Nk —Ziwe™ L |\ Gy 0
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Dividiendo tanto la segunda fila como la cuarta por wZ, y reemplazando Zs por su
expresion en términos de § y M, se obtiene el sistema lineal

1 -1 -1 0 o} —Cy

_W 1 1 0 Cs B Zl(aji)lzg M) o, 5.5)
0 =10 [ e}; _eikiL 4 - 0 : :
0 e 61\; _ Zl(éjiulzg M) ik L |\ Cy 0

A continuacién de detallan las funciones objetivo de este nuevo ajuste.

Nivel de reduccién de eco

Se denota por ER;XlD con j = 1,...,Ngr a los valores experimentales obtenidos
al medir la reduccién de eco en la configuracién sin placa (obtenidos a partir de la
Figura 3.1a), donde Ngg es el nimero de frecuencias de estudio. Del mismo modo, se
denota por ER;’Lnl con j =1,...,NER, a los valores analiticos calculados a partir de la
solucién del sistema (3.32). Se introduce, a partir del modelo, una funcién respuesta

ER;‘“1 = ERs(5;, Mj, ), (3.33)
27rfj

donde d; = Re (M> L, M; = 61m<T>L y fj es la frecuencia de trabajo. El problema

Cp
de minimizacién viene dado por

(6, M) = arg min ¢35, M),

6, M >0
donde -
ERS™ — ERs(6, M, f;)]
ER [ER; 00T s Jj
o, M) = = ) 3.34
d)j ( ) ‘ER; P‘ ( )
paracada j = 1,..., Ngr. Una vez realizado el ajuste, se puede calcular el error relativo
cometido en norma Ly utilizando la siguiente expresion:
Ngr .
> |ERS® — ERy(55, M, ;)2
=1
Egr = 100 x (3.35)
Ner
>_[ERFP
j=1
Nivel de pérdida por insercién
Se denota por IL;™® con j = 1,..., Ny, a los valores experimentales obtenidos al

J
medir la pérdida por insercién en la configuracién sin placa (obtenidos a partir de la

Figura 3.1b), donde Ny, es el nimero de frecuencias de estudio. Del mismo modo, se
denota por IL]‘?Lnl con j = 1,..., N, a los valores analiticos calculados a partir de la
solucion del sistema (3.32). Se introduce, a partir del modelo, una funcién respuesta

IL™ = IL5(6;, Mj, f;), (3.36)
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27'rfj

donde 6; = Re (27rf 1 ) L, M; = e ( °p )L y f; es la frecuencia de trabajo. El problema

de ajuste viene dado por

(05, M;) = argmlnqSIL(d M),

6, M >0
donde R
LY —TLs(0, M, f;)]
IL [IL; 0% /g
S0, M) = 3.37
(5, M) o (3.37)
para cada j = 1,..., Ni,. Una vez realizado el ajuste, se puede calcular el error relativo
cometido en norma Ly utilizando la siguiente expresién:
Nir, R
D ILSP — ILs (85, M, f5)|?
=1
&, = 100 x (3.38)

NiL

>
j=1

Coeficiente de disipacion de potencia
Se denota por FPD ]e *Pconj=1,..., Nppp a los valores experimentales obtenidos al
medir el coeficiente de disipacién de potencia en la configuracién sin placa (obtenidos a
partir de la Figura 3.1c), donde Ngpp es el ntiimero de frecuencias de estudio. Del mismo
modo, se denota por FPDJ‘ijl con j =1,..., Nrpp, a los valores analiticos calculados a
partir de la solucién del sistema (3.32). Se introduce, a partir del modelo, una funcién
respuesta -
FPD?" = FPD, (55, M, f;), (3.39)
27 f;

donde §; = Re (%fﬂ) L, M; = o ( °p )L y f; es la frecuencia de trabajo. El problema

de minimizacién estd descrito por

(05, M) = argmingbfPD(é M),

6, M>0
donde .
FPD;** — FPDs (5, M, f;)|
FPD | j NS s Jy
(0, M) = 3.40
¢] ( ) ) ’FPD;XP‘ ) ( )
para cada j = 1,..., Ngpp. Una vez realizado el ajuste, se puede calcular el error
relativo cometido en norma Lo utilizando la siguiente expresion:
Ngpp o
> [FPDP — FPDs(d;, M, f;)[?
=1
Eppp = 100 x - . (3.41)
Nrpp
> Epnper

J=1
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Ajuste conjunto

Se denota por ER;™, IL;™ y FPD™ con j = 1,..., Neq a los valores experi-
mentales obtenidos al medir el nivel de reduccién de eco, la pérdida por insercién y
el coeficiente de disipacién de potencia, respectivamente, en la configuracion sin placa
(obtenidos a partir de las tres graficas de la Figura 3.1), donde Niq es el nimero de fre-
cuencias de estudio en que se calculan los niveles. Se denota por ERJ-anl, IL;JLnl y FPD J‘f’ml,
a las funciones respuesta definidas como en (3.33), (3.36) y (3.39), respectivamente. El
problema de minimizacién viene dado por

(5]7 MJ) = argminqﬁj(é, M)7

6, M>0
donde
6;(0, M) = ¢F1 (6, M) + ¢;(6, M) + ¢ (6, M), (3.42)
paracada j = 1,..., Ngeq. Una vez realizado el ajuste, se puede calcular el error relativo

cometido en norma Ly utilizando las expresiones (3.35), (3.38) y (3.41).

Para poder obtener los resultados numéricos asociados a estos ajustes se utiliza
la funcién fmincon de MATLAB. Esta funcién intenta encontrar un minimo de una
funcién escalar de varias variables sujeto a un conjunto de restricciones no lineales, a
partir de un determinado iterante inicial. La funciéon fmincon permite elegir el algoritmo
que se va a utilizar. En este caso, puesto que solo existen restricciones lineales sobre las
variables y, ademds, no existen restricciones de igualdad, se utiliza el algoritmo Trust
Region Reflective, basado en el método interior reflexivo de Newton (véanse [7] y
[3] para mas detalles).

A continuacién, se detalla el cdlculo del gradiente y el hessiano de ERg, ILs y FPDj
que se utilizaran més adelante para calcular el gradiente y el hessiano de la funcién
objetivo.

Si se denota por AC =1 al sistema (3.32) y se deriva con respecto a M se obtiene

0A - oC  ob

8—MC’ + Aa—M = 30 (3.43)
donde
0 0 0 0 0
oA _ 7psoZJ}\£1L 0 0 0 875 — _psf}\zLCZ
oM 0 L 0 YoM T 0
0 _e—i6 et  Zii ik L 0

M2 T pswML®

—

Asi, a partir de (3.43) se puede calcular g—]\% Se deriva el sistema (3.32) con respecto a

0 obteniendo

oA -~ oC b
%C + A% = %, (3.44)
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donde
0 0 0 0 0
% _ _psZuiL 0 0 0 878 I B wLCQ
96 | 0 —ieT®M g 0 T 0
0 e M igy — el 0

Asi, a partir de (3.44) se puede calcular %—?. Se deriva (3.43) con respecto a M obte-
niendo ) . ) -
0°A 0A oC 0°C 0°b
C+2 +A =

OM? OM OM oOM?2  OM?’
donde
0 0 0 0
N L0 | e
oM? 0 0 2 0 oM? 0
is ; .
00 R et 0

A partir de (3.2.4) se obtiene g MCQ Se deriva (3.43) con respecto a & obteniendo

PA 5 040C 0A0C  PC _ &
960M ~ " OM 05 95 OM ' T 960M — 96OM’

donde
0 0 0 0 0
24 |0 0 0 0 % |0
DM~ |0 —ie® i€ g Yo asoM |
ie i€ 0 0

A partir de (3.2.4) se obtiene %. Se deriva (3.44) con respecto a § obteniendo

24 ., A 247 27
0 C—I—Za—@—i—Aac—ab

052 a6 96 962~ 962’
donde
0 0 0 0 0
24 |0 0 0 0 9% |0
952 |0 —e M -% 0 (TR
0 e M -2 0 0

A partir de (3.2.4) se obtiene 2 5 52 . Con todas estas expresmnes estamos en condiciones

de calcular el gradiente y el hessiano de ERg, IL§ y FPD(;. A continuacion se detalla
c6mo se han obtenido.
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Teniendo en cuenta las funciones respuesta R = ﬁ(é, M)y T = 7A'(5, M) a partir
de las expresiones (2.123), (2.124) y (2.125) resulta

10

Vs E/E(s:,\_iv(s ﬁQ, 3.45
M RPlog 10 R (3.45)
Vs L 0o T2 (3.46)
smlls = =—"Vs m ; .
|72 log 10
Vs FPDs = —100 (v5,M|7€\2 + V(;,M|’?|2) , (3.47)

donde Vs ps denota el gradiente con respecto a las variables § y M y

~ 661 ] 861
. Re(C’l)Re aiM + Im(C’l)Im 87M
Vs, m|R|” =2 o6 96 ;
~ 1 ~ 1
Re(Cl>R€ W + Im(Cl)Im W
~ 868 - 868
Kkt S m [ &8
_, Re(Cs)Re M + Im(Cs)Im O
VeulTl =2 aC aCs\ |
~ 8 ~ 8
Re(Cg)Re W + Im(Cg)Im W

con 61 y 68 las funciones respuesta en términos de § y M de las amplitudes de la onda
reflejada y transmitida, respectivamente, en la solucién del sistema (3.32).

Por otro lado, las expresiones para calcular el hessiano de E/R(s, Iig y F{P]\)g con
respecto a las variables § y M son

=y —10 512 5 512 52\
Hess s, 17 (BR;) = gl (\R[ Hess s 11 (R) — Vs, m1|R] (v5,M|R| ) ) (3.48)
Hess s, umr (ILs) = i (\’?\2Hess&M (T) — V(;,MUA'P <V5,M\7A'\2>t) ., (3.49)
|T*1log 10
Hess 5 v (F/P]\)(g) = —100 (Hess 5, M (R) + Hess 5, M (7A’)> , (3.50)

donde Hesss n (7%) y Hesss ar (7A-) son el hessiano de R y 7A-, respectivamente, con
respecto a las variables § y M.

Por tanto, si consideramos la expresién (3.34), para cada frecuencia j = 1,..., NgR,
se cumple

signo (ER;™ — ERs(3;, Mj, ;)
v(5,M (¢jER(57 M)) = < |]§f{exp|
signo (ERJ-CXp — E/J\Ra(isj»Mja fi)

V§7Mﬁ{5j (67 Mv f])7

Hess s, v (qﬁjER((S, M)) = HeSSa,Mﬁf{§j(5a M, f;),

exp

IER
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donde quER es la funcién objetivo definida en (3.34) para cada frecuencia f;, con j =
1,..., Ngr.

Si consideramos la expresién dada por (3.37), para cada frecuencia f; con j =
1,..., Ny, se cumple

signo (ILjexp — 115(5]‘, Mj, f;)

V57M (ijIL(éa M)) = |I/]§Jexp‘ vd,MI/L(Sj((Sv M, fj)v
. signo (ILjeXp — Iig(dj, M;, f;) R
HeSS(S,M (¢] (6a M)) = |I/]§Jexp‘ Hesde IL(?]- (57 M7 fj)a

donde d)jIL es la funcién objetivo definida en (3.37), para cada frecuencia f; con j =
1,..., N

De forma andloga, realizamos el mismo ajuste para el nivel FPD. Si se considera la
expresién (3.40), para cada frecuencia fj con j =1,..., Ngpp, se cumple

signo (FPD?XP — Fﬁ&((sj, Mj, f]))

Vi (657 (6, M)) = Vs (FPDg, (8, M, f;)),

’ IFPD |
signo <FPD§?Xp — F/PT)(;((S]‘, M;, f])> .
Hess 6,M (QZ)]'FPD (57 M)) = ——exp Hess oM (FPD(s] (67 M7 f]))7

IFPD |

donde d>jFPD es la funcién objetivo definida en (3.40), para cada frecuencia f; con
7=1,..., NrpD.

En el ajuste conjunto, se considera (3.42) para cada frecuencia f; con j = 1,..., Ngeq-
En este caso conjunto, es ficil comprobar que se cumple Vs pr0; = V57M¢jER +
V(S,M(ZstL +Vs, MgbjFPD y Hess s ar ¢j = Hess s ¢jER+Hess 5, M quIL—l—Hess 5, M gbjFPD,
donde ¢; es la funcién objetivo definida en (3.42), para cada frecuencia f; con j =
1,..., Nieq- Los gradientes y hessianos calculados se han implementado en diferentes
funciones para posteriormente ser utilizados en el proceso de minimizacién del ajuste.

Los resultados numéricos obtenidos para el modelo sin placa rigida trabajando con
frecuencias entre 20 y 200kHz son los mostrados en la Figura 3.11 (para el ajuste
individual) y en la Figura 3.12 (para el ajuste conjunto). En la Tabla 3.5 se muestran los
errores relativos cometidos en cada uno de los ajustes realizados frecuencia a frecuencia,
calculados como se indica en (3.35), (3.38) y (3.41) tanto para los ajustes individuales
como para el ajuste conjunto.

Si tenemos en cuenta los resultados obtenidos en el ajuste conjunto (véase Ta-
bla 3.5), el resultado obtenido para el nivel ER es el menos preciso. Es por este motivo
que se ha descartado su uso y se han considerado solamente los datos de los niveles IL
y FPD para realizar el ajuste en la configuracion sin placa rigida. A continuacién se
describe este nuevo ajuste.

Se denota por IL}3Xp y F PD;Xp con j = 1,..., Ngeq, a los valores experimentales
obtenidos al medir la pérdida por insercién y el coeficiente de disipaciéon de potencia,
respectivamente, siendo Npeq €l nimero de frecuencias de estudio en que se calculan
los niveles. Estos valores, medidos en el experimento que possee la configuracién sin
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45t —ER analitico J
-- ER experimental
Q':i
M
10t
102 o | | | | | | | | 2 L L L L L L
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10°
50- i
9
10+ 1
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B | e N
B, B 830 1
10} ] —IL analitico
—F 20 -- IL experimental
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-- FPD experimental
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Figura 3.11: Representacién gréfica con respecto a la frecuencia, de los niveles ER (arri-
ba derecha), IL (en medio derecha) y FPD (abajo derecha) tanto experimentales (linea
azul discontinua) como numéricos (linea roja continua) utilizando las funciones objeti-
vo (3.34), (3.37) y (3.40), en la configuracién sin placa. La parte real e imaginaria del
médulo de Young calculados en cada ajuste se muestran en las graficas de la izquierda.
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10 . ‘ ‘
—ER analitico
40+ |-- ER experimental [ -
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—IL analitico
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-- FPD experimental
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Figura 3.12: Representacion grafica con respecto a la frecuencia, de los niveles ER
(arriba a la derecha), IL (abajo a la izquierda) y FPD (abajo a la derecha) tanto
experimentales (linea azul discontinua) como numéricos (linea roja continua) utilizando
la funcién objetivo mostrada en (3.42) en una configuracién sin placa. La parte real
e imaginaria del mdédulo de Young calculado en el ajuste se muestran en la gréafica de
arriba a la izquierda.

Errores Ajuste ER Ajuste IL Ajuste FPD | Ajuste Conjunto
EER 4.16 x 10719% 92.02 % 94.81% 29.44 %
&L 100 % 3.39x 10712% | 100.17 % 0.037 %
ErPD 92.74 % 54.55 % 0.15% 0.39 %

Tabla 3.5: Errores relativos obtenidos en el ajuste de los datos experimentales en la
configuracién sin placa, utilizando como variables en el problema de minimizacién § y

M.
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Figura 3.13: Representacion grafica, con respecto a la frecuencia, de los niveles IL
(arriba a la derecha), FPD (abajo) tanto experimentales (linea azul discontinua) como
numéricos (linea roja continua) usando la funcién objetivo mostrada en (3.51) en una
configuracién sin placa. La parte real e imaginaria del médulo de Young se muestran
en la grafica de arriba a la izquierda.

anl
J
y FPDJ'fml, a las funciones respuesta definidas de igual modo que en (3.36) y (3.39),

respectivamente. El problema de minimizacién viene dado por

placa han sido obtenidos a partir de las graficas de la Figura 3.1. Se denota por IL

(5J7MJ) = argmin¢j(57 M)7

6, M>0
donde
¢j (8, M) = ¢F™(8, M) + ¢ (6, M) + ;P (8, M), (3.51)
paracada j = 1,..., Npeq. Una vez realizado el ajuste, se puede calcular el error relativo

en norma Ls, cometido en el ajuste de los niveles IL y FPD utilizando las expresiones
(3.38) y (3.41). Los resultados numéricos obtenidos para este nuevo ajuste en el modelo
sin placa rigida trabajando con frecuencias entre 20 y 140 kHz son los mostrados en la
Figura 3.13.

En la Tabla 3.6 se observa que aunque no se consideren los datos experimentales
del nivel ER en el proceso de ajuste, los errores cometidos al utilizar los datos experi-
mentales de los niveles IL y FPD son similares a los obtenidos en el ajuste conjunto de
los niveles ER, IL y FPD. Sin embargo ahora la grafica de la parte real y de la parte
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Errores || Ajuste con ER | Ajuste sin ER
EER 29.44 % 41.64 %

& 0.04 % 2.42 x 10719%
ErpPD 0.39% 2.76 %

Tabla 3.6: Errores relativos obtenidos en el ajuste de los datos experimentales en la
configuracién con placa entre el ajuste conjunto con ER y el ajuste conjunto sin ER

imaginaria del médulo de Young tienen cualitativamente un comportamiento similar al
que se observa en otros ajustes con datos experimentales (véase, por ejemplo, el trabajo
[14]).

Si se comparan los errores de la Tabla 3.5 y de la Tabla 3.6 con los obtenidos en
los ajustes anteriores, se aprecia que dichos errores apenas mejoran. Sin embargo, si
observamos las graficas de la parte real y la parte imaginaria del médulo de Young
(véanse las Figuras 3.11 y 3.12), vemos que dichas gréficas son mucho mas suaves que
las obtenidas en el ajuste en donde se consideraban como variables E' y E” en el pro-
blema de minimizacién y no se utilizaba la informacion del gradiente y el hessiano de
la funcién objetivo (véanse las Figuras 3.8 y 3.9). De hecho, como ya se ha indicado,
la respuesta en frecuencia del médulo de Young reproduce cualitativamente el compor-
tamiento mecénico de materiales poliméricos descrito en el trabajo [14], en el cuél se
aprecia que tanto la parte real como la parte imaginaria del médulo de Young decrece
rapidamente a medida que decrece la frecuencia.

3.3. Ajuste de los coeficientes de viscosidad y elasticidad
de la placa rigida

Para poder realizar el ajuste en la configuracién con placa se necesitan los coeficien-
tes de viscosidad y elasticidad asociados al montaje de la placa rigida de acero. Para
calcular dichos coeficientes se han realizado dos ajustes diferentes. En el primero de
ellos, se ha utilizado la parte real e imaginaria del médulo de Young constantes obte-
nidas a partir del ajuste realizado con el nivel de reduccién de eco en la configuracién
sin placa (3.2). De forma similar a como se ha realizado en los ajustes para la confi-
guracién sin placa rigida, en el segundo ajuste se ha tenido en cuenta la informacién
del gradiente y del hessiano y se ha utilizado la parte real e imaginaria del médulo de
Young, dependientes de 6 y M, obtenidas a partir del ajuste del nivel de reduccién de
eco en la configuracién sin placa (3.34). A continuacién se han detallado cada uno de
los dos ajustes realizados.

3.3.1. Ajuste considerando médulo de Young constante

Se ha considerado el ajuste realizado para calcular la parte real e imaginaria del
modulo de Young constantes, en la configuracién sin placa. Teniendo en cuenta el
médulo de Young obtenido, se ha realizado un ajuste en la configuraciéon con placa
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para encontrar el coeficiente de viscosidad y el de elasticidad de la placa, ambos cons-
tantes. Para ello, se denota por ER,, ;Xp con j =1,..., Ngr a los valores experimentales
obtenidos al medir la reduccién de eco en la configuracién con placa (obtenidos a partir
de la Figura 3.2a), donde Ngg es el nimero de frecuencias de estudio. Del mismo modo,
se denota por ERp]‘?ml con j =1,..., Ngr, a los valores analiticos calculados a partir de
la solucién del sistema (2.105), en el cudl se introduce E = E' —iE"” y donde los valores
de E' y E" son las constantes obtenidas en el ajuste realizado en la Seccién 3.2.1 para
el nivel de reduccién de eco en la configuracién sin placa (3.2). Se introduce, a partir
del modelo, una funcién respuesta

ER, " = ERy(E, 5,7, f;),

donde s y r son los coeficientes de viscosidad y elasticidad, respectivamente, asociados
al movimiento de la placa rigida y f; es la frecuencia de trabajo. El problema de ajuste,
en este caso, viene descrito por

Ngr e
S [ER, S — BRy(B. 2.y, /)
j=1

(s,r) = argmin

z,y>0 Ngr

> [ERp P2
=1

Los valores obtenidos en este ajuste son s = 6.656 x 10° kg/ms y r = 9.884 x 10° kg/m?2.

3.3.2. Ajuste con informacion de gradiente y hessiano

De forma andaloga a como se ha procedido en los ajustes sin placa, se ha realizado un
ajuste considerando que las variables del problema de minimizacién son ¢ = Re(k)L
y M = e™® )L Qe ha utilizado esta misma estrategia de ajuste para encontrar los

valores del coeficiente de viscosidad y de elasticidad de la placa.
El sistema que se resuelve en el caso del problema de propagacién en la configuracién
con placa viene dado por (véase el sistema (2.105))

1 1 -1 0 C1 —Cs
pocgkl (2u + )\)/ﬂp —(2u + )\)kp 0 Cs i —poC%kIlCQ
0 e—tkpL ciknL ik L C, B 0
0 — (21 + Nikpe= oL (2p + N)ikpettrl  (—pocdiky — mw? —iws + r)etr L J\ Cy 0
(3.52)

A continuacion, se reescribe dicho sistema para escribirlo, al igual que hemos hecho

en el caso de la configuracién sin placa, en funcién de § = Re(kp)L y M = emke)L - gj

introducimos las impedancias caracteristicas Z1 = pgco y Z2 = psCs = pski = %,
P
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el sistema lineal (3.52) se puede reescribir como

1 -1 —1 0 Cl _CQ
—Zw Zow —Zow 0 Cs — Z,wCl

0 e WM 61\; _eikiL Cy 0 J

0 —iZowe M iZowSs —iw(Zi + Zy)eM Ll I\ Cg 0

donde Zj, es la impedancia mecdnica asociada a la placa rigida, esto es,
) r
Zpy=5+i|—wm+ —).
w

Dividiendo tanto la segunda fila como la cuarta por wZs, se obtiene el sistema a resolver

1 -1 -1 0 Cy —Cy
Z A

-z b 0 Gl_| 2% (3.53)
0 e M < —eihiL Cy 0
0 —ie— M z% i (zlgzzp) el |\ oy 0

Para obtener los resultados numéricos se ha utilizado la funcién fmincon que busca
el minimo de una funcién escalar de varias variables, a partir de un iterante inicial.
Al igual que se ha realizado anteriormente en la configuracién sin placa, puesto que
solo existen restricciones lineales sobre las variables y, ademads, no existen restricciones
de igualdad, se utiliza el algoritmo Trust Region Reflective, basado en el método
interior reflexivo de Newton (véanse [7] y [8]) .

A continuacion, se detalla el calculo del gradiente y el hessiano de Iiﬁpé, I/ipé y

F/P]\)pé en el caso de la configuracion con placa, para utilizarlos después para calcular
el gradiente y el hessiano de las funciones objetivo usadas en los ajustes.
Si se denota por AC' = b al sistema (3.53) y se deriva con respecto a M se obtiene

5—]@6 + AST\Z = ;T\Z’ (3.54)
donde
0 0 0 0 0
0A | -:E&mx 0 0 0 b | A
oM 0 e 0 YoM~ 0
0 —ie® iy ZtFpeikil 0
aoc

A partir de (3.54) se ha calculado 3;. De la misma forma, al derivar AC = b con
respecto a ¢, se obtiene

W ad o
945, 400 _ob

9% 5%~ 55 (3.55)
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donde
0 0 0 0 0
0A |72 0 0 0 9 _ | =50
9% | 0 —ieM gy 0 Yo 0
0 —e M g —iZtehl 0

A partir de (3.55) se ha obtenido %—?. Si se deriva (3.54) con respecto a M resulta

9?A - _9A o0 02C 9%

C+2 A —
a2 T aaronr T one T o
donde

0 0 0 0 0
R2A | --A 0 0 0 8%b -2 C
_ pswM? _ pswM?Z 2

oMz 0 0 2 0 YoM 0

0 0 2]@\';7«'35 . pf:jLZ;)L eile 0

A partir de (3.3.2) se ha calculado g;w(f;_ Analogamente, al derivar (3.54) con respecto
a § se tiene ~ ~ . .

0?A ~+8A@+%8C+ 9*’C 9%

d60M OM 95 06 OM dSOM — 95OM’

donde
0 0 0 0 0
24 o 0 0 0 0% |0
DM~ |0 —je0 —icd Yo asaM ~ |
0 —e® £ 0 0

A partir de (3.3.2) se ha calculado %. De la misma forma, se deriva (3.55) con
respecto a § obteniendo

A5 ,0A0C  C %

552 T a5 95 T4 T oo
donde
0 0 0 0 0
24 o o 0 0 0% |0
952~ |0 —edp 2 g Yo 82T |
0 de M~ 0 0

A partir de (3.3.2) se ha obtenido ‘?;T(;. Las expresiones para el calculo de V5 M(ﬁ{pé),
V.M (Iipé) y V57M(P{I’]\)p5) son idénticas a las ya descritas en (3.45)-(3.47) y las expre-

siones para el célculo de Hess M(E/Jf{pé), Hess, m(ILy,) v Hess 5M (F@pé) idénticas a
las introducidas en (3.48)-(3.50).
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Figura 3.14: Valores numéricos de s (linea continua roja) y r (linea discontinua azul)
obtenidos para las frecuencias entre 20 y 25 kHz en el ajuste con los datos experimentales
de los niveles ER (arriba a la izquierda), IL (arriba a la derecha) y FPD (abajo).

Para realizar el ajuste de los coeficientes de viscosidad y elasticidad de la placa
rigida, se denota por ERI‘j;‘p con j =1,...,Ngr a los valores experimentales obtenidos
al medir la reduccién de eco en la configuracién con placa (obtenidos a partir de la
Figura 3.2a), donde Ngg es el nimero de frecuencias de estudio. Del mismo modo, se
denota por ER;‘;_11 con j = 1,..., NgR, a los valores numéricos calculados a partir de
la solucién del sistema (3.53), donde se introducen los valores de E' y E” entre 20 y
25 kHz, calculados en la seccién 3.2.4, dependientes de la frecuencia y obtenidos en el
ajuste realizado previamente para el nivel de reduccién de eco en la configuracién sin
placa (3.34).

Se introduce, a partir del modelo matemético, una funcién respuesta

ERp™ = ERy, (6, M, 55,75, f7),

donde s; y r; son los coeficientes de viscosidad y elasticidad, respectivamente, asociados
al movimiento de la placa rigida para cada frecuencia y f; es la frecuencia de trabajo.
El problema de ajuste se describe como

(S‘ 7") = argmin’Ejop _ERP6(67 Maxvyvfj)’
J2073) .

5% (3.56)
z,y>0 |ERj p|

Los resultados numéricos obtenidos realizando el ajuste (3.56) considerando los
datos experimentales de los niveles ER, IL y FPD se muestran en la Figura 3.14.
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Como se puede observar, los valores de s y r son préacticamente constantes para
todas las frecuencias entre 20 y 25kHz en las tres graficas (en realidad, en el ajuste
del nivel ER y FPD son constantes). Como se puede apreciar en (2.125), el coeficiente
de disipacién de potencia contiene informacion tanto del nivel ER como del IL. Es
por ello que se han elegido los valores de los coeficientes de viscosidad y elasticidad
constantes resultantes del ajuste del nivel FPD, es decir, s = 6.656 x 105kg/ms y
r = 9.883 x 109 kg/m?.

3.4. Ajuste del médulo de Young en la configuracién con
placa

Una vez que se han encontrado los valores de s y r asociados al movimiento de
la placa rigida, se van a realizar una serie de ajustes en la configuraciéon con placa,
teniendo en cuenta distintas suposiciones sobre la parte real y la parte imaginaria del
médulo de Young.

3.4.1. Ajuste considerando F’' y E” constantes

Se ha realizado un primer ajuste en el que se considerara que la parte real y la parte
imaginaria del médulo de Young, E' y E” respectivamente, son constantes.

Nivel de reduccién de eco

Se denota por ER;“;‘p con j = 1,..., Ngr a los valores experimentales obtenidos
al medir la reduccién de eco en la configuracién con placa (obtenidos a partir de la
Figura 3.2a), donde Ngg es el nimero de frecuencias de estudio. Del mismo modo, se
denota por ERS‘;‘I con j =1,..., Ngr, a los valores numéricos calculados a partir de la
solucién del sistema (2.120). Se introduce, a partir del modelo, una funcién respuesta

ER2™ = ER,(E, 5,7, ;) (3.57)

donde E = E' —iE" y f; es la frecuencia de trabajo. Asi, el problema de minimizacién
en este caso viene dado por

Ner

Y |ERS® — ERy(z — iy, 5,7, f;)|?
i=1

E',E") = argmin /
( ) ac,gy>0

(3.58)
NEr

D _|ERGPP
j=1

Una vez realizado el ajuste, se puede calcular el error relativo cometido en norma Lo
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con la siguiente expresion:

NER .
D [ERS® — ER,(E —iE", 5,7, f;)|?

j=1

Egr = 100 x (3.59)

Nivel de pérdida por insercion

Se denota por IL;’;‘p con j = 1,...,Np, a los valores experimentales obtenidos al
medir la pérdida por insercién en la configuracién con placa (obtenidos a partir de la
Figura 3.2b), donde Ny, es el ntimero de frecuencias de estudio. Del mismo modo, se
denota por IL;’Lnl con j =1,..., N, a los valores numéricos calculados a partir de la
solucién del sistema (2.105). Se introduce, a partir del modelo, una funcién respuesta

~

LM =1Ly (E, 5,7, f), (3.60)

donde el médulo de Young es E = E' —iE" y f; es la frecuencia de trabajo. De este
modo, el problema de ajuste se describe como

NiL N
D ILE® — Ty (2 — iy, 5,7, f)[?
j=1

(E',E") = argmin
z,y>0

(3.61)
NiL

DI
j=1

Con este ajuste realizado, se puede calcular el error relativo cometido en norma Lo del
siguiente modo:

NiL R
|IL§;§p — ILP(E’ —iB", s, T, fj)’2
1

&, = 100 x =

(3.62)

NiL

D _MgPP

=1

Coeficiente de disipacion de potencia
Se denota por FPD;;(p conj =1,..., Nppp a los valores experimentales obtenidos al
medir el coeficiente de disipacién de potencia en la configuracién con placa (obtenidos a
partir de la Figura 3.2¢), donde Ngpp es el ntiimero de frecuencias de estudio. Del mismo
modo, se denota por FPDSL;,‘l con j =1,..., Nppp, a los valores numéricos calculados a
partir de la solucién del sistema (2.105). Se introduce, a partir del modelo, una funcién
respuesta o
FPD™ = FPD(E, 5,7, f;), (3.63)
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donde el médulo de Young es E = E' —iE" y f; es la frecuencia de trabajo. De este
modo, el problema de ajuste se describe como

Nrpp o
> [FPDE® — FPDy (2 — iy, 5,7, f;)|?
(B, B") = arg min 2= . (3.64)
z,y>0 NrpD
> [FPDEP2
j=1

Una vez realizado el ajuste, se puede calcular el error relativo cometido en norma Lo
utilizando la siguiente expresién:

NrpD

> [FPDS® — FPD, (B —iE", 5,7, f;)]2
=1
Erpp = 100 x 2 = (3.65)
FPD
> [FPDSP?
j=1

Ajuste conjunto

Se denota por Ejo‘p, ILS;‘p y FPDg*P con j = 1,..., Nieq a los valores experi-
mentales obtenidos al medir el nivel de reducciéon de eco, la pérdida por inserciéon y
el coeficiente de disipacién de potencia, respectivamente, en la configuracién con placa
(obtenidos a partir de la Figura 3.2), donde Np.q es el nimero de frecuencias de estudio
en que se calculan los niveles. Se denota por ERSJI,‘I, ILgfl y FPDS;‘I, a las funciones
respuesta definidas en (3.57), (3.60) y (3.63), respectivamente. El problema de ajuste
viene dado por

Nfreq P
Y IERS® — ERp(x — iy, s, 7, f)|?
;o ; 7=l
(E',E") = arg min
z,y>0 Ntreq
> [ERpPP
j=1
Nfreq Nfreq —
D MLg® —Mhp(w —iy,s,m, fj)2 | Y [FPDS? — FPDy(a — iy, 5,7, f;)[?
=1 =1
+ +
Nfreq Nfreq
Z’ILS?I)P Z]FPDS;‘I’P
=1 =1

(3.66)

Una vez realizado el ajuste, se puede calcular el error relativo cometido en norma Lo,
para cada uno de los niveles utilizando las expresiones (3.59), (3.62) y (3.65).
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Figura 3.15: Representacién gréfica con respecto a la frecuencia de los niveles ER (arriba
a la izquierda), IL (arriba a la derecha) y FPD (abajo) tanto experimentales (linea azul
discontinua) como numéricos (linea roja continua) usando las funciones objetivo (3.58),
(3.61) y (3.64), en una configuracién con placa rigida y asumiendo que el médulo de
Young es complejo y constante.

Los resultados del ajuste para el modelo con placa rigida de acero trabajando con
frecuencias entre 1 y 25 kHz son los mostrados en la Figura 3.15 para los ajustes indivi-
duales, utilizando las funciones objetivo (3.58), (3.61) y (3.64) y en la Figura 3.16 para
el ajuste conjunto, utilizando la funcién objetivo (3.66). Los valores tanto de la parte
real como de la imaginaria del médulo de Young, asi como el error relativo cometido
en cada ajuste estd mostrado en la Tabla 3.7.

Como se puede observar en la Tabla 3.7, el error cometido al ajustar los datos
experimentales del nivel ER tanto en el ajuste individual como en el ajuste conjunto,
es aproximadamente del 27 %, por lo que para mejorar el error cometido al realizar el
ajuste debemos realizar otra suposicién sobre la parte real e imaginaria del médulo de
Young.

Ajuste considerando el médulo de Young como funcién lineal de la frecuencia

Con el objetivo de mejorar los resultados obtenidos suponiendo que el médulo de
Young es constante, en lo que sigue se ha considerado que la parte imaginaria del médulo
de Young de la plancha de polimeros se puede escribir como una funcion lineal de la
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Figura 3.16: Representacién gréfica con respecto a la frecuencia de los niveles ER (arriba
a la izquierda), IL (arriba a la derecha) y FPD (abajo) tanto experimentales (linea azul
discontinua) como numéricos (linea roja continua) usando la funcién objetivo (3.66)
en una configuracién con placa, asumiendo que el médulo de Young es complejo y

constante.

ER 1L FPD Conjunto

E' || 8.902 x 107 | 2.105 x 10® | 1.385 x 10® | 8.697 x 107

E" || 2364 x 10" | 1x10% | 5.857 x 107 | 2.257 x 107
EER 27.55% 45.47 % 29.8 % 27.38%
&L 6.97 % 4.46 % 10.7% 3.08 %
ErpPD 96.92 % 96.62 % 1.50 % 2.59 %

Tabla 3.7: Parte real e imaginaria del médulo de Young y errores cometidos en el ajuste
de los datos experimentales en la configuracién con placa asumiendo que el médulo de
Young es constante y errores cometidos en los ajustes.
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frecuencia. Mas concretamente, siguiendo el modelo propuesto en [20], escribiremos el
médulo de Young de la plancha de polimeros como

E=E —iwE"
donde E’ y E” contintian siendo asumidas constantes.

Nivel de reduccién de eco

Se denota por ER;;‘I’ con j = 1,...,Ngr a los valores experimentales obtenidos
al medir la reduccién de eco en la configuracién con placa (obtenidos a partir de la
Figura 3.2a), donde Ngg es el nimero de frecuencias de estudio. Del mismo modo, se
denota por ERS”;11 con j =1,..., NgR, a los valores analiticos calculados a partir de la
solucién del sistema (2.105). Se introduce, a partir del modelo, una funcién respuesta

ER2M = ERy(E, 5,7, f;), (3.67)

donde E = E' —i2n f;E" y f; es la frecuencia de trabajo. El problema de ajuste viene
dado por

Ngr o
D IERZ® — ERy (2 — i2n fyy, s, 7, f;)|?
j=1

(E',E") = argmin
z,y>0

(3.68)
Ngr

>_[ER[?
j=1

Una vez realizado el ajuste, se puede calcular el error relativo cometido en norma Lo
utilizando la siguiente expresion:

Ngr .
Z|ERI§’;“’ —ERL(E' — 27 f;E", s,r, f;)|?

j=1

Eer = 100 X (3.69)

Ngr
3oz
7j=1

Nivel de pérdida por insercion

Se denota por IL;;‘p con j = 1,...,Np, a los valores experimentales obtenidos al
medir la pérdida por insercién en la configuracién con placa (obtenidos a partir de la
Figura 3.2b), donde Nyj, es el nimero de frecuencias de estudio. Del mismo modo, se
denota por ILlf)“_11 con j = 1,..., N, a los valores analiticos calculados a partir de la
solucién del sistema (2.105). Se introduce, a partir del modelo, una funcién respuesta

~

LM =Ty (E, 5,7, f5), (3.70)

donde el médulo de Young es E = E' —i2nf;E" y f; es la frecuencia de trabajo. El
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problema de minimizacién viene dado por

NiL

> LS — Ly (x — 2 fy, 5,7, f5)|?
j=1

(E', E") = argmin
z,y>0

(3.71)
NiL

> _LgeP
j=1

Con este ajuste realizado, se puede calcular el error relativo cometido en norma Lo del
siguiente modo:

NiL

> L — Iy (B — i2m fi B, 5.7, f;) P
7=1

gIL = 100 % (3.72)

NiL

D _MLgf?
j=1

Coeficiente de disipacién de potencia

Se denota por FPDI‘;’;‘I’ conj =1,..., Nypp a los valores experimentales obtenidos al
medir el coeficiente de disipacién de potencia en la configuracién sin placa (obtenidos a
partir de la Figura 3.2¢), donde Ngpp es el nimero de frecuencias de estudio. Del mismo
modo, se denota por FPDgfl con j =1,..., Ngpp, a los valores analiticos calculados a
partir de la solucién del sistema (2.105). Se introduce, a partir del modelo, una funcién

respuesta -
FPD2 = FPD,(E, s, f;), (3.73)

donde el médulo de Young es E = E' —i2nf;E"” y f; es la frecuencia de trabajo. El
problema de ajuste viene descrito por

NrpD o
> |FPDSP — FPDy(z — i27 fjy, 5,7, f;) 2
j=1

(E',E") = argmin
z,y>0 NrpD

> Jpng
j=1

(3.74)

Una vez realizado el ajuste, se puede calcular el error relativo cometido en norma Lo
utilizando la siguiente expresién:

Nrpp /\
> [FPDEP — FPD, (B — i2n f; B, 5,7, [;)]?
j=1

Eppp = 100 X (3.75)

NrpD

D [FPD2
j=1
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Ajuste conjunto

Se denota por ERS;‘p, IL;’;,‘p y FPDgfp con j = 1,..., Ngeq a los valores experi-
mentales obtenidos al medir el nivel de reducciéon de eco, la pérdida por inserciéon y
el coeficiente de disipaciéon de potencia, respectivamente, en la configuracién con placa
(obtenidos a partir de las tres gréaficas de la Figura 3.2), donde Ngeq es el niimero

de frecuencias de estudio en que se calculan los niveles. Se denota por ER;?I, ILS”JI_11 y
FPDS‘;I] a las funciones respuesta dadas por (3.67), (3.70) y (3.73), respectivamente. El
problema de ajuste viene dado, en este caso, por

Nrtreq
\l > IERS® — ERy(x — 27 fiy, 5,7, f;)]?

j=1

(E',E") = argmin

xz,y>0 Ntreq

D [ERSP?
j=1

Nfreq Nfreq
J D LS — Ly (x — i27 fiy, 5,7, f5)2 $ > [FPDS® — FPD,(z — i27 fiy, 5,7, f;)|?
j=1

=1
+ + J

Ntreq
S eroge
j=1

(3.76)

Una vez realizado el ajuste, se puede calcular el error relativo cometido en norma Lo,
para cada uno de los niveles utilizando las expresiones (3.69), (3.72) y (3.75).

Los resultados del ajuste para el modelo con placa rigida trabajando con frecuencias
entre 1 y 25 kHz son los mostrados en la Figura 3.17 para los ajustes individuales (véanse
las funciones objetivo (3.68), (3.71) y (3.74)) y en la Figura 3.18 para el ajuste conjunto
(véase la funcién objetivo en (3.76)).

La Tabla 3.8 muestra en las primeras filas los valores tanto de la parte real £’ como
de la imaginaria E” del médulo de Young, calculados como se indica en (3.68), (3.71)
y (3.74) (para los ajustes individuales) y, en (3.76) (para el ajuste conjunto). Ademas,
esta tabla también muestra el error relativo cometido en cada ajuste, calculado como se
indica en (3.69), (3.72) y (3.75) tanto para los ajustes individuales como para el ajuste
conjunto.

Como se observa en la Tabla 3.8 el error cometido en el ajuste individual a partir
de los datos experimentales del nivel ER es aproximadamente del 32 % y en el ajuste
conjunto el error Egr es aproximadamente del 34 %, es decir, los errores cometidos al
considerar que el médulo de Young es una funcién lineal de la frecuencia son superiores
a los cometidos considerando tanto la parte real como la parte imaginaria del médulo
de Young constantes (véase la Tabla 3.7). Es por este motivo por el que se concluye
que este ajuste no mejora el realizado en la seccién anterior.
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Figura 3.17: Representacién grafica con respecto a la frecuencia de los niveles ER (arri-
ba a la izquierda), IL (arriba a la derecha) y FPD (abajo) tanto experimentales (linea
azul discontinua) como numéricos (linea roja continua) utilizando las funciones obje-
tivo (3.68), (3.71) y (3.74), en una configuracién con placa, asumiendo que la parte
imaginaria del médulo de Young es una funcién lineal de la frecuencia.

ER 1L FPD Conjunto

E' || 1.353 x 10® | 6.428 x 10® | 5.722 x 107 | 1.322 x 10®

E" || 4.431 x 10% | 8.697 x 103 | 3.352 x 10? | 4.132 x 102
EER 32.28 % 76.42 % 45.31 % 34.10%
&L 17.29% 3.39% 105.57 % 16.52 %
ErpPD 97.59 % 97.39% 3.32% 12.69 %

Tabla 3.8: Parte real e imaginaria del médulo de Young y errores cometidos en el
ajuste de los datos experimentales en la configuracién con placa asumiendo que la

parte imaginaria del médulo de Young es una funcién lineal de la frecuencia.
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Figura 3.18: Representacién grafica con respecto a la frecuencia de los niveles ER (arriba
a la izquierda), IL (arriba a la derecha) y FPD (abajo) tanto experimentales (linea azul
discontinua) como numéricos (linea roja continua) utilizando la funcién objetivo (3.66)
en una configuracién con placa, asumiendo que el médulo de Young es una funcién
lineal de la frecuencia.
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3.4.2. Ajuste considerando el médulo de Young gobernado por una
funcion arbitraria que depende de la frecuencia

A la vista de los resultados obtenidos con los modelos mas simples, se ha supuesto
que el médulo de Young estd gobernado por una funcién arbitraria que depende de la
frecuencia angular, es decir, en el proceso de ajuste se buscan E (w)y £ (w) tal y como
se indica a continuacién.

Nivel de reduccién de eco

Se denota por ERS;(I’ con j = 1,...,Ngr a los valores experimentales obtenidos
al medir la reduccién de eco en la configuracién con placa (obtenidos a partir de la
Figura 3.2a), donde Ngg es el nimero de frecuencias de estudio. Del mismo modo, se
denota por ERgfl con j =1,..., NgR, a los valores analiticos calculados a partir de la
solucién del sistema (2.105). Se introduce, a partir del modelo, una funcién respuesta

ERZ™ = ER,(Ej, 5,7, f;), (3.77)

donde E; = E; —iE] = E’(waj) - iE”(waj) y f; es la frecuencia de trabajo. El
problema de ajuste estd descrito por

[ERS® — ERy(z — iy, 5,7, f;)|

E/, E") = argmin 3.78
paracada j = 1,..., Ngr. Una vez realizado el ajuste, se puede calcular el error relativo
cometido en norma Ly utilizando la siguiente expresién:

Ner -
Y [ERSP —ERy(E) —iEl, s, 7, f;)|?
=1
Epr = 100 x (3.79)

Ngr
> |ERSP?
j=1

Nivel de pérdida por insercién

Se denota por ILS;‘p con j = 1,..., Ny, a los valores experimentales obtenidos al
medir la pérdida por insercién en la configuracién sin placa (obtenidos a partir de la
Figura 3.2b), donde Ny, es el ntimero de frecuencias de estudio. Del mismo modo, se
denota por IL;;I con j = 1,..., N, a los valores analiticos calculados a partir de la
solucién del sistema (2.105). Se introduce, a partir del modelo, una funcién respuesta

~

LM =1Ly (Ej, 8,7, ), (3.80)

donde el médulo de Young es E; = E; —i L} = E’(waj) —iE”(Qﬂfj) y f;j esla frecuencia
de trabajo. El problema de minimizacion viene dado por

(E}, EY) = argmin L7 — Ip(z —ay, 5,7, f;)|
7073

, 3.81
rem o7 (3.81)



3.4. Ajuste del médulo de Young en la configuracion con placa 81

para cada j = 1,..., Ny,. Realizado este ajuste, se puede calcular el error relativo
cometido en norma Lo utilizando la siguiente expresién

Ni1, -
WLgs? = (B — iy 5,7, f5)
1

J]=

SIL = 100 x (3.82)

NiL

D LR
j=1

Coeficiente de disipacion de potencia
Se denota por FPDS;‘I’ conj =1,..., Nppp a los valores experimentales obtenidos al
medir el coeficiente de disipacién de potencia en la configuracién sin placa (obtenidos a
partir de la Figura 3.2¢), donde Ngpp es el ntiimero de frecuencias de estudio. Del mismo
modo, se denota por FPD;‘;‘1 con j =1,..., Nrpp, a los valores analiticos calculados a
partir de la solucién del sistema (2.105). Se introduce, a partir del modelo, una funcién
respuesta o
FPD™ = FPD, (B, 5,7, f;), (3.83)

donde el médulo de Young es Fj = E —iE} = E’(waj) —iE’”(27rfj) y f; esla frecuencia
de trabajo. El problema de ajuste viene dado por

[FPDE® — FPDy(x — iy, 5,7, f;)|

E’,E") = argmin < , 3.84
i By) =oe FPDS 350
para cada j = 1,..., Ngpp. Realizado este ajuste, se puede calcular el error relativo
cometido en norma Lo utilizando la siguiente expresion:
Nrpp o
> [FPDEP — FPD, (B} —iEY, 5,7, f;)|?
i=1
Erpp = 100 x -2 (3.85)
Nrpp
> g
j=1

Ajuste conjunto

Se denota por ERIfj‘p, ILS;‘p y FPD;;(p con j = 1,..., Npeq a los valores experi-
mentales obtenidos al medir el nivel de reducciéon de eco, la pérdida por insercion y
el coeficiente de disipacién de potencia, respectivamente, en la configuracion sin placa
(obtenidos a partir de las tres graficas de la Figura 3.2), donde Ngeq es el nimero
de frecuencias de estudio en que se calculan los niveles. Se denota por ERS;II, ILSL;11 y

FPDS‘;II, a las funciones respuesta definidas en (3.77), (3.80) y (3.83), respectivamente.
El problema de ajuste se describe por

|ER§;KP - ERP(J; - Zya S, T, f])|
ERSY

(E}, E}) = argmin
z,y>0

ILSP — ILy(z — iy, 5,7, f; FPD®® — FPD T —1y,s,1, f;
| Pj P( _ J)’ + | Pj Pix J)| ’ (386)
L) [FPDSP|
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Errores ER IL FPD Conjunto
EER 020% | 61.88% | 42.67% | 0.95%

&L 4427% | 1.41% | 93.22% | 2.25%
ErPD 97.58% | 97.49% | 0.11% 3.81%

Tabla 3.9: Errores relativos del ajuste de los datos experimentales en la configuracién
con placa rigida, asumiendo que el médulo de Young depende de la frecuencia.

paracada j = 1,..., Ngeq. Una vez realizado el ajuste, se puede calcular el error relativo
cometido en norma Ly, para cada uno de los niveles utilizando las expresiones (3.79),
(3.82) y (3.85).

Los resultados numéricos del ajuste para el modelo con placa rigida de acero, tra-
bajando con frecuencias entre 1 y 25 kHz se muestran en las Figuras 3.19 para el ajuste
individual y 3.20 para el ajuste conjunto. Los errores relativos cometidos en cada ajuste
estdn mostrados en la Tabla 3.9.

En las Figuras 3.19 y 3.20 se puede observar que, aunque los errores tanto para el
ajuste individual como para el ajuste conjunto son todos inferiores al 2%, en el ajuste
individual de FPD, la parte real del médulo de Young es mayor que la imaginaria. Sin
embargo, es habitual que la parte real del médulo de Young sea, al menos, un orden de
magnitud mayor que la parte imaginaria (véase [14]), lo cual lleva a pensar que el ajuste
frecuencia a frecuencia no es lo suficientemente preciso. Ademas las graficas tanto de la
parte real como de la imaginaria del médulo de Young tienen muchas oscilaciones (en
varios 6rdenes de magnitud). Como consecuencia, se realizard un nuevo ajuste, para
tratar de obtener comportamientos méas suaves en la respuesta en frecuencia del médulo
de Young.

Ajuste con informacion de gradiente y hessiano

A medida que se han realizado los distintos ajustes en los cudles las incégnitas son
la parte real y la parte imaginaria del médulo de Young, se ha observado que ligeros
cambios en los iterantes iniciales del algoritmo de optimizacion utilizados al realizar el
ajuste producen resultados muy diferentes. En esta seccién se ha utilizado la reescri-
tura del sistema de propagacién acustica en la configuracién con placa rigida (2.105)
mediante las variables § y M, con lo que se obtiene (3.53), que ya estd reescrito en fun-
cién de § = Re(ky,)L y M = e'™k»)L A partir de este nuevo sistema lineal se realiza el
nuevo ajuste. A continuacién se describen las funciones objetivo de estos nuevos ajustes.

Nivel de reduccién de eco

Se denota por ERS;‘I’ con j = 1,..., Ngr a los valores experimentales obtenidos
al medir la reduccién de eco en la configuracién con placa (obtenidos a partir de la
Figura 3.2a), donde Ngg es el nimero de frecuencias de estudio. Del mismo modo, se
denota por ERS;‘I con j =1,..., Ngr, a los valores analiticos calculados a partir de la
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Figura 3.19: Representacién grafica con respecto a la frecuencia de los niveles ER (arri-
ba a la derecha), IL (en medio a la derecha) y FPD (abajo a la derecha) tanto ex-
perimentales (linea azul discontinua) como numéricos (linea roja continua) utilizando
las funciones objetivo (3.78), (3.81) y (3.84), en una configuracién con placa, asumien-
do que el mddulo de Young estda gobernado por una funcién arbitraria que depende

de la frecuencia, cuya parte real y parte imaginaria se muestran en las graficas de la
izquierda.
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Figura 3.20: Representacién grafica con respecto a la frecuencia de los niveles ER (arriba
a la derecha), IL (abajo a la izquierda) y FPD (abajo a la derecha) tanto experimentales
(linea azul discontinua) como numéricos (linea roja continua) utilizando la funcién
objetivo (3.86) en una configuraciéon con placa, asumiendo que el médulo de Young
estda gobernado por una funcion arbitraria que depende de la frecuencia, cuya parte
real y parte imaginaria se muestran en la gréafica de arriba a la izquierda.
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solucién del sistema (3.53). Se introduce, a partir del modelo, una funcién respuesta
S
ERS;I = ERpé ((5j, Mj, S, T, fj),

27rf]-

donde §; = Re (27”09) L, M; = o ( °p )L y f; es la frecuencia de trabajo. El problema

de minimizacién viene dado por

(05, M;) = argmquER(é M),
0, M>0

donde —~
[ER;® — ER§(0, M, 5,7, f;)|

ERST] |

ER
b (0, M) = (3.87)
para cada j =1,..., NgR.

Una vez realizado el ajuste, se puede calcular el error relativo cometido en norma
Ly utilizando la siguiente expresién:

Ngr g
D _IERS® —ERy, (85, M. .7 ;)

Eor = 100 x =

(3.88)

NEr

D_|ERPP
j=1

Nivel de pérdida por insercion

Se denota por IL;’;‘p con j = 1,..., N, a los valores experimentales obtenidos al
medir la pérdida por insercién en la configuracién con placa (obtenidos a partir de la
Figura 3.2b), donde Ny, es el ntimero de frecuencias de estudio. Del mismo modo, se
denota por IL;‘;II con j = 1,..., N, a los valores analiticos calculados a partir de la
solucién del sistema (3.53). Se introduce, a partir del modelo, una funcién respuesta

~

ILanl Ly, (85, Mj, s, k, f;), (3.89)

donde 6; = Re (QWfJ)L M; _eI (2:§j>L

de ajuste viene dado por

y [j es la frecuencia de trabajo. El problema

(05, M;) = argm1n¢IL(5 M),
6, M>0

donde R
’ILS;(p - ILP(S (6 M7 s, T, f])‘

Lo ’

bp: (6, M) = (3.90)

para cada j =1,..., Ny..
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Una vez realizado el ajuste, se puede calcular el error relativo cometido en norma
Lo utilizando la siguiente expresion:

NiL

D ILE® — Ty, (85, Mj, 5,7, f)[?
=1
SIL =100 x !

(3.91)

NiL

D _MLgP
j=1

Coeficiente de disipacién de potencia

Se denota por FPDS;‘I’ conj =1,..., Ngpp a los valores experimentales obtenidos al
medir el coeficiente de disipacién de potencia en la configuracién con placa (obtenidos a
partir de la Figura 3.2¢), donde Ngpp es el nimero de frecuencias de estudio. Del mismo
modo, se denota por FPDS‘;ll con j =1,..., Nrpp, a los valores analiticos calculados a
partir de la solucién del sistema (3.53). Se introduce, a partir del modelo, una funcién
respuesta

FPD3M = FPDy, (0;, M;, 5,7, f;), (3.92)
o f; Im(ﬂ)L _ '
donde d; = Re ( ?J ) L, Mj=e °p y fj es la frecuencia de trabajo. El problema

de ajuste esta descrito por

(6, M) = arg min ¢+ > (8, M),

6, M>0
donde .
|[FPDS* — FPD,, (3, M, s, 1, f;)]
FPD p Ps\™ sy s )y
(0, M) = 2 3.93
¢pj ( Y ) ’FPDS;(p’ 9y ( )
para cada 5 =1,..., NppD.

Realizado este ajuste, se puede calcular el error relativo cometido en norma Lo
utilizando la siguiente expresion:

Nrpp o
> [FPDEP — FPDy, (55, My, 5,7, f5)|?
Erpp = 100 x = (3.94)
Nrpp
3 ey
j=1

Ajuste conjunto sin ER

Al igual que en la configuracién sin placa, se ha realizado un ajuste conjunto en el
que se consideran solo los datos de los niveles IL y FPD. Se denota por IL;’;‘p y FPD;’;‘p
con j = 1,..., Npeq a los valores experimentales obtenidos al medir la pérdida por
insercién y el coeficiente de disipacion de potencia, respectivamente, en la configuracién
con placa (obtenidos a partir de las gréaficas de la Figura 3.2), donde Npeq €s el nimero
de frecuencias de estudio en que se calculan los niveles. Se denota por IL;;‘I y FPD;‘;H,
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Errores ER IL FPD Conjunto sin ER
ErR 6.57 x 10719% | 95.56 % | 20.05 % 31.54%
&L 55.51 % 1.57% | 82.48% 0.29 %
ErpPD 94.24 % 98.46% | 1.67% 1.75%

Tabla 3.10: Errores relativos obtenidos en el ajuste de los datos experimentales en
la configuracién con placa rigida utilizando como variables M y § en el problema de
minimizacién, tanto para los ajustes individuales como para el ajuste conjunto sin tener
en cuenta el nivel ER.

a las funciones respuesta descritas en (3.89) y (3.92), respectivamente. El problema de
minimizacién viene dado por

(6]'7 Mj) = arg min ¢pj (5a M)a

8, M>0
donde
paracada j = 1,..., Npeq. Una vez realizado el ajuste, se puede calcular el error relativo
cometido en norma Lg, para cada uno de los niveles, utilizando las expresiones (3.91)
y (3.94).

Los resultados numéricos obtenidos para el modelo con placa rigida trabajando
con frecuencias entre 1 y 25kHz son los mostrados en la Figura 3.21 para cada uno
de los ajustes individuales y en la Figura 3.22 para el ajuste conjunto sin ER. En
la Tabla 3.10 se muestran los errores relativos cometidos en cada uno de los ajustes
realizados frecuencia a frecuencia, calculados como se indica en (3.91) y (3.94), tanto
para los ajustes individuales como para el ajuste conjunto sin tener en cuenta los datos
experimentales del nivel ER. Como se puede observar en la Tabla 3.10, los errores
cometidos en el ajuste individual de los datos experimentales de ER, IL y FPD asi como
en el ajuste conjunto sin considerar el nivel ER son inferiores al 2 %, por lo que se puede
afirmar que el ajuste es el mas preciso entre todos los realizados. Ademads, tanto en las
graficas del ajuste individual (véase la Figura 3.21) como en las del ajuste conjunto sin
tener en cuenta el nivel ER (véase la Figura 3.22) se observa que la parte real del médulo
de Young tiene al menos un orden de magnitud més que la parte imaginaria (dicha
hip6tesis se verifica en los materiales poliméricos, como puede verse en [9]). Del mismo
modo, se observa que la monotonia tanto de E’ como de E” tiene un comportamiento
similar al mostrado en [14] para los polimeros. Es por esto que los resultados obtenidos
en estos ultimos ajustes van a ser los utilizados en la tdltima parte del Trabajo para
realizar la simulacién numérica con elementos finitos.
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Figura 3.21: Representacién grafica, con respecto a la frecuencia, de los niveles ER
(arriba derecha), IL (en medio derecha) y FPD (abajo derecha) tanto experimentales
(linea azul discontinua) como numéricos (linea roja continua) utilizando las funciones
objetivo (3.87), (3.90) y (3.93), en una configuracién con placa. La parte real e imagi-
naria del médulo de Young calculados en cada ajuste se muestran en las graficas de la

izquierda.
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Figura 3.22: Representacion grafica, con respecto a la frecuencia, de los niveles IL
(arriba a la derecha) y FPD (abajo) tanto experimentales (linea azul discontinua) como
numéricos (linea roja continua) utilizando la funcién objetivo mostrada en (3.95) en una
configuracién con placa. La parte real e imaginaria del médulo de Young se muestran
en la grafica de arriba a la izquierda.
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Figura 3.23: Parte real E’ e imaginaria E” del médulo de Young obtenidos a partir del

ajuste con los datos experimentales del nivel ER medidos a 20°C y a distintas presiones
hidrostaticas (0.1 MPa, 0.7 MPa, 1 MPa, 1.4 MPa y 2.8 MPa)

3.5. Comportamiento del médulo de Young frente a la
presion hidrostatica

En la hoja de especificaciones del material AptFlex SF5048 también se proporciona
la respuesta en frecuencia de los niveles de reduccién de eco y pérdida por insercion y del
coeficiente de disipacion de potencia para distintas presiones hidrostaticas, trabajando
en un rango de frecuencias de 1 a 50kHz para la configuracién con placa rigica (véase
Figura 3.3). Dependiendo de la presién hidrostética, se ha calculado la densidad de
masa del agua en funcién de las distintas presiones hidrostaticas y de la temperatura,
siguiendo el estandar IAPWS-95 (véase [2]). Del mismo modo, la velocidad del sonido se
ha calculado a partir de la ecuacién (2.4). Asi, para cada valor de la presién hidrostética
se ha realizado un ajuste a partir de los datos experimentales del nivel ER siguiendo el
ajuste descrito en (3.87). En la Figura 3.23 se muestran la parte real e imaginaria del
médulo de Young obtenida para cada una de las presiones hidrostaticas. Los errores
relativos en norma Ly cometidos utilizando la expresién del error (3.88), se muestran
en la Tabla 3.11.

Por otro lado, se realiza el ajuste de IL para distintas presiones hidrostaticas si-
guiendo el ajuste (3.90). En la Figura 3.24 se muestran la parte real e imaginaria del
médulo de Young obtenida para cada una de las presiones hidrostaticas. Los errores
cometidos, utilizando la expresién del error (3.91) se muestran en la Tabla 3.11.

Como se puede observar en las Figuras 3.23 y 3.24, el mdédulo de Young es indepen-
diente de la presién hidrostatica, lo que confirma la respuesta en frecuencia del mdédulo
de Young obtenido en las secciones anteriores.
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Figura 3.24: Parte real E’ e imaginaria E” del médulo de Young obtenidos a partir del
ajuste con los datos experimentales del nivel IL medidos a 20°C y a distintas presiones
hidrostéticas (0.1 MPa, 0.7 MPa, 1 MPa, 1.4 MPa y 2.8 MPa)

Presion hidrostética || Ajuste ER (Egr) | Ajuste IL (&)
0.1 MPa, 0.0013 % 7.11x1075%

0.7 MPa 0.0045 % 9.62 x 107°%

1 MPa 0.011% 1.01 x 107* %
1.4MPa 0.0015 % 2.95 x 107* %

2.8 MPa, 0.0029 % 1.78 x 107* %

Tabla 3.11: Errores relativos obtenidos en el ajuste de los datos experimentales del
nivel ER y IL en la configuracion con placa rigida utilizando como variables M y § en
el problema de ajuste, a distintas presiones hidrostaticas y a una temperatura de 20°C.






Capitulo 4

Discretizacion mediante
elementos finitos

Para poder encontrar una solucién aproximada del problema de interaccién fluido-
estructura se ha considerado realizar una discretizacién basada en un método de elemen-
tos finitos. El primer paso ha consistido en definir la formulacion fuerte del problema
acoplado, considerando que las ecuaciones del fluido se expresan en funcién de su pre-
sién y las ecuaciones de la elasticidad lineal en el sélido se expresan en funcion de su
desplazamiento. Se ha supuesto que el dominio poligonal QF donde se sitia el fluido
compresible tiene su frontera dividida en cuatro partes disjuntas: I'p, donde se imponen
condiciones Dirichlet, I'y, en la que se imponen condiciones Neumann homogéneas, I'y,
que es la frontera de contacto entre el sélido visco-elastico y el fluido y una ultima fron-
tera 't donde se coloca el transductor. Ademds, se ha supuesto que g es el dominio
ocupado por el material visco-elastico. La formulacién fuerte del problema que se va a
estudiar es
2

—AH—M—QH = 0 en Qp,
&
—w?psUS —DivC(E[US)) = 0 en Qg,
—IIn = C(E(U®)n enly,
1 ol
—— = US-n en I, (4.1)
pow 5ﬁ
07 = 0 en FN,
I =0 en I'p,
1 oIl
—— = aqa, en I'r.
\ £o ov

donde m es el vector normal a I'r y exterior al sélido (y, por tanto, interior al fluido)
y v es el vector normal a I'y U I'p U I't y exterior al fluido. Se debe recordar que II
es el campo de presiones en el fluido, U® es el desplazamiento complejo en el sélido,
C(E(U®)) es el tensor de elasticidad del material,

VU® + V(U
2

E(U®) =

93



94 4. Discretizacién mediante elementos finitos

es el tensor de deformaciones infinitesimales y a, es la aceleracién normal impuesta por
el movimiento del transductor.

A lo largo de este capitulo se ha utilizado la siguiente notacién para los espacios de
Sobolev: L2(€2) es el espacio de funciones de cuadrado integrable, es decir,

L@ ={s:0-¢: [l aa, <.
En caso de funciones vectoriales,
@ = {105 [ 1wl a, <.
Ademss, H' () es el espacio de funciones en L?(Q) cuyas derivadas (en el sentido de
las distribuciones) estdn en L2(Q), es decir,
HY(Q) = {veL*Q): Vve L*(Q)}.

Si T es una parte de la frontera de Q, HL(2) es el espacio de funciones en H!(2) con
traza nula en I', es decir,

H%(Q) ={ve Hl(Q) :vlp = 0}.
Mas precisamente, en las siguientes secciones se ha trabajado con los espacios:

Ht (Qp) = {1l € H'(Q) : I|p,, = 0},
H'(Qg) = (H'(Q))*.

4.1. Formulacion variacional

En lo que sigue se van a utilizar las denominadas férmulas de Green (véase [7]).
Sea R una regién regular (una regién cerrada, cuya frontera R es regular a trozos)
y V espacio vectorial real. Sean ¢,1 : R — R, u,v : R - V y §: R — Lin campos
regulares. Si ¢ es de clase C?(R) se verifica:

3
/ a@wdzp:/ Vap-deAp+/ Ap 1y dAy, (4.2)
R oM R R

/ u-nwdlp:/divuwdAp—l—/u-deAp. (4.3)
R R R

Para obtener la formulacién variacional en la parte fluida, se multiplica la primera
ecuacién de (4.1) por el conjugado de una funcién test @) que se anule en I'p y se integra
en O, obteniendo

2
_ w _
— AHQdAp—/ —1IQdA, =0.
Qp Qr 0



4.2. Discretizacién por elementos finitos 95

Utilizando la férmula de Green (4.2) y teniendo en cuenta las ecuaciones cuarta, quinta,
sexta y séptima de (4.1), obtenemos

w?

vn'deAp—Q/ MQdA, — pow? [ US-nQdl,
Qp C Jar I

—po/ a, Qdl, =0, (4.4)
I'r

donde se ha supuesto que pg, ¢y son constantes en {r.

En cuanto a la formulacién variacional de la parte sélida, multiplicando escalarmente
la segunda ecuacién de (4.1) por el conjugado de una funcién test WS e integrando en
Qg, se obtiene

—/ prSUSV_VSdAp—/ Div C(E(US)) - W° dA,, = 0.
Qs Qs

Utilizando la férmula de Green (4.3) y teniendo en cuenta la tercera ecuacién de
(4.1) obtenemos

—w?pg US'WSdAp—F/

C(E(US))-E(V_VS)dAp+/ On-Wodl, =0, (4.5)
Qg Qg

I'y
donde se ha supuesto que pgs es constante en {lg.

Ahora sumando (4.4) y (4.5) se obtiene la formulacién variacional del problema
tomando espacios funcionales adecuados de tal forma que todos los términos de (4.4)
y (4.5) estén bien definidos:

Dado w > 0 y una aceleracién normal a, € L?(I'r)!, encontrar (I, US) € VU, tal
que

w?

VH-deA,,+/ C(E(US))-E(WS)dA,,—2/ nQdA4,
Qp Qg € Jar

—w?ps US-V_VSdAp—pOoJ2 US-nlep—l—po/ a, Qdly
QS 'y [

—/ In-Wodl, =0, V(Q WS eVl
I't

donde V' = Hf._(Qp) x H'(Qg).

4.2. Discretizacion por elementos finitos

Sea Ty, una triangulacién del dominio computacional Qp U g. Sea P2(T') el espacio
de polinomios cuadraticos a trozos en dos variables sobre un triangulo 7' € Tp,. En cada
triangulo T' € Ty, se han considerado como nodos tanto los vértices de los tridngulos

! Aunque es suficiente con imponer que a, € L*(I'r), se podrfa imponer que a, € Hfl/Q(FT)
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como los puntos medios de las aristas. Se va a considerar la base de Lagrange para el
espacio vectorial Po(T"). Las funciones p € Pa(T") son funciones de la forma p(z,y) =
a1 + aox + azy + aur? + asry + agy®. Se ha denotado por (zj,y;), j = 1,...,6,
las coordenadas de los nodos de un tridngulo cualquiera T' € 7j. Se denota por gq;,
J =1,2,3 alos tres vértices del tridngulo 7' € T, y q;, j = 4, 5, 6 a los tres puntos
medios de las aristas de dicho tridngulo. Se puede transformar cualquier tridngulo
T € Ty, en el tridgngulo de referencia T' (con vértices (0,0), (1,0), (0,1)) mediante la
transformacion afin, que preserva la numeracién de los vértices,

Fr <i> = (QQ_Ql Q3_Q1> (i) + a1,

donde £ y 1 son las coordenadas de los nodos del tridngulo de referencia. Por tanto, los
nodos en 7" son (0,0), (1,0), (0,1), (1/2,0), (1/2,1/2) y (0,1/2). La base asociada al
espacio estd formada por seis funciones N; que verifican N;(q;) = d;j coni,j = 1,...,6.

De esta forma, las funciones de base en el tridngulo de referencia 1" son

Ni(€,n) = 1= 36 — 30+ 26 + 4&n + 217,
Ny(&,m) = —€ 4262,

N3(&,m) = —n+ 217,

Ny(&,n) = 4 — 46% — 48,

Ns5(&,n) = 48n,

Ne(&,m) = 4n — 4én — 4.

Las funciones de base se muestran en la Figura 4.1.
Se aproxima la presion en el fluido y cada componente del desplazamiento en el
sélido utilizando elementos Lagrange Ps, esto es,

Ly (Qr) == {q € Hy (QF) : g7 € Po(T) VT € Ty, T C Qp},
Ly(Qs) :={w € HY(Qg) : w|p € Po(T) VT € Ty, T C Qs},

donde Lh,FD(QF) =(Q1,Q2,..., QNF> y Lp(25) = (W1, Wo, ..., WNS>- Por lo tanto,
el espacio variacional V! serd reemplazado en el problema discreto por

VH = Lh,FD (QF) X Lh(QS)

De esta forma, se puede escribir entonces la aproximacién discreta del problema varia-
cional: Encontrar (ITj, U%) € Vlh], tal que
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Figura 4.1: Funciones de base respecto al tridngulo de referencia para los elementos
triangulares cuadréticos.
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_ - w? =
/ VI, - VQp, dAp +/ C(BEUS)) - E(W})dAp — 2/ I, @n dAdp
Qp Qg CO r

— S — —
—wps [ US-W,dA, — po? | UP-nQy dlp+p0/ ay Qp dlp
Qg I't I

—/ M, n - Whdl, =0, Y (Qn, W$3) € VL
It

Se puede escribir ahora la formulacién matricial
Ke 0\ 2 Mg poC p) G
C* Ks 0 Mg Us 0

(Kp)ij = VQ; VQ;d4, i,j=1,2,...,Np,
Qp

(Ks); = /Q C(E(W.)- E(W;)dd, ij=1.2,... N,
S

donde

1 ~ ..
(MF)Z_]:/ ﬁQ]QZdAp 13321727NF7
Qr €
(Ms),’j:/ psWi-V_deAp 1,7 =1,2,..., Ng,
Qs

(C)j= [ W; - nQ;dl, i=1,2,...,Ns, j=12,...,Np,
Iy

(GT)]:_/ POaqudlp ].:].,...,JVF7
It

donde {Q1,Q2,...,Qn; } es una base de Ly, 0, () y {W1, Wa,..., Wi} es una base
de Ly(Qg). Para cada tridngulo T' € T, las funciones de base Q;, para j = 1,..., N,
se definen como

Qjly = Nio Fr',

donde [ es el grado de libertad local que tiene asociado el indice j en la numeracién
global. Ademés, para cada tridngulo 7" € 7} las funciones de base W, para j =
1,..., Ng, se definen como

Wj|T'€z'=N10FT_17 parai=1,2,

donde [ es el grado de libertad local que tiene asociado el indice j en la numeracién
global.



Capitulo 5

Resultados numéricos

Una vez que el médulo de Young complejo y el coeficiente de Poisson han sido halla-
dos a partir del comportamiento actustico experimental del material AptFlex SF5048,
se ha realizado la implementacién del método de elementos finitos utilizando el software
COMSOL Multiphysics [!]. Las simulaciones numeéricas se han realizado bajo las mis-
mas condiciones y con las mismas configuraciones geométricas utilizadas en los ensayos
experimentales llevados a cabo por el Grupo de investigacién en Metrologia Optica de
la Universidad de Vigo. En todas las configuraciones se ha considerado un tanque de
inmersién lleno de agua dulce y, dentro de él, una o varias planchas de material Apt-
Flex SF5048. Para ajustar los resultados numéricos a los datos experimentales se ha
modelizado el equipo de generacién de ultrasonidos (transductor) mediante una curva
de respuesta en frecuencia.

5.1. Configuraciones geométricas

Se han estudiado tres configuraciones diferentes proporcionadas por el Grupo de
investigacién en Metrologia Optica. En las tres se trabaja con un tanque de metacrilato
lleno de agua dulce con medidas interiores de 670 mm de largo, 275 mm de ancho y
600 mm de alto. En él se ha instalado un equipo de generacién de ultrasonidos y un
hidréfono para medir la presién actstica en distintos puntos del tanque. Como ya se
ha analizado en el Capitulo 3, los datos de la plancha de polimero AptFlex SF5048 se
han obtenido a partir de su hoja de especificaciones [3]. Dicha placa tiene dimensiones
de 600 mm x 600 mm x 50 mm y una densidad de masa ps = 2100 kg/m?. Para calcular
cudl es la velocidad del sonido en la plancha de polimero se ha utilizado el coeficiente
de Poisson v = 0.48, siguiendo la caracterizacién acustica para polimeros propuesta
en [14]. Por el contrario, se han usado la parte real e imaginaria del médulo de Young
dependientes de la frecuencia obtenidas con los ajustes propuestos en el Capitulo 3.
Ma3s precisamente, se ha utilizado el médulo de Young obtenido en el ajuste utilizando
la informacién del gradiente y hessiano (véanse las Secciones 3.2.4 y 3.4.2). Los datos
utilizados para el agua son pg = 998kg/m?® y ¢y = 1480m/s calculados siguiendo
el procedimiento explicado en el Capitulo 2 para calcular tanto la densidad de masa
como la velocidad de propagacién a partir de la temperatura 8 = 20°C y de la presién
hidrostatica mp = 101325 Pa (véase la Seccién 2.1.1 para maés detalles).

99
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Figura 5.1: Configuraciéon geométrica MP en la que el transductor esta situado frente
a la pared del tanque (la plancha de material absorbente esta resaltada en gris).

A continuacién se muestran las tres configuraciones en las que se ha realizado la
simulacién numérica. La primera configuracién (etiquetada como MP) es la mostrada
en la Figura 5.1, en la cudl se observa que frente al transductor (cuya cara activa
estd situada en I't) se encuentra la pared del tanque. Se considera, tanto en esta figura
como en las del resto del capitulo, que el fondo del tanque se corresponde con la frontera
de la parte izquierda del dominio computacional y el nivel del agua con la frontera de
la parte derecha del dominio.

La segunda configuracién (etiquetada como MA) es la mostrada en la Figura 5.2, en
la cual se coloca una plancha de material absorbente horizontal en el fondo del tanque
y centrado sobre el eje longitudinal del transductor.

En la tercera configuracién experimental (etiquetada como MB), se busca disminuir
los efectos de reverberacién en el tanque. Para ello se disponen cuatro planchas de
material absorbente, tres de ellas en el fondo del tanque en configuracién “trampa”
y una cuarta en la superficie del agua, cerca del transductor, dispuesta a modo de
apantallamiento actstico (véase la Figura 5.3).

5.2. Simulaciones numéricas mono-frecuenciales

De forma anéloga a lo hecho en el Capitulo 3, se han realizado dos tipos de simula-
ciones numéricas. En el primer conjunto de simulaciones se ha utilizado la parte real y la
parte imaginaria del médulo de Young obtenida para el ajuste de los datos experimen-
tales ER y un segundo tipo en el que se ha utilizado la parte real y la parte imaginaria
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Figura 5.2: Configuracion geométrica MA en la que el transductor estd situado frente a
una plancha de material absorbente (la plancha de material absorbente estd resaltada
en gris).

del médulo de Young obtenida en el ajuste conjunto de los valores experimentales de
los niveles IL y FPD. En la Tabla 5.1 se muestran los valores de la parte real y la parte
imaginaria obtenidos a una frecuencia de 20 kHz, para ambos ajustes. Dichos valores
son los que se han utilizado en las simulaciones numéricas mediante elementos finitos.

| | ER IL y FPD

E' [Pa] || 2.747 x 10° | 5.715 x 107
E" [Pa] || 1.337 x 10? | 1.154 x 107

Tabla 5.1: Valores de la parte real E’ y la parte imaginaria E” del médulo de Young
obtenidos mediante el ajuste de los datos experimentales de ER y el ajuste conjunto
de los datos experimentales IL y FPD a una frecuencia de 20 kHz.

A la hora de realizar el mallado se ha construido una malla que satisface diferentes
requisitos en la parte fluida y sélida. En el caso del fluido, la malla posee como tamano
méaximo 4.625 x 10™2 m, para preservar al menos 16 elementos por longitud de onda,

es decir ) 1480
A0 Y 4625 x 10 3 m.
16 16 f 16 x 20000

En el caso del sélido visco-elastico, para garantizar 16 elementos por cada oscilacién de
una onda plana longitudinal, con velocidad de propagacién compleja ¢, se obtiene que
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Figura 5.3: Configuracion geométrica MB en el que el transductor estd rodeado de
una “trampa’ acustica formada por tres planchas de material absorbente en el fondo
del tanque y una plancha préxima al transductor (las planchas de material absorbente
estdn resaltadas en gris).

el tamano maximo de la malla es

Re(A)  Re(cp)
16  16f

=1.059 x 10™* m,

en el caso de las simulaciones numéricas con los datos obtenidos para el ajuste de los
valores de ER, mientras que en el caso de aquellas que utilizan los valores de E' y E”
obtenidos a partir del ajuste conjunto de los valores de IL y FPD, resulta

Re(A)  Re(cp)

= =1.528 x 103 m.
16 16/ 528 x 10" m

En las Figuras 5.4, 5.5 y 5.6 se muestra en detalle algunas partes de las mallas.
En todas ellas se puede apreciar como la malla es no uniforme y que, a pesar de los
distintos tamanos maximos de malla en Qp y (g, la malla es conforme en la frontera
de acople I'1 entre el dominio fluido y el sélido visco-elastico.
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Figura 5.4: Detalle del mallado de la parte superior de la plancha absorbente en la
configuracién geométrica MP.
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Figura 5.5: Detalle del mallado de la parte inferior de la plancha absorbente en la
configuracién geométrica MA.
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Figura 5.6: Detalle del mallado de un punto de contacto entre entre dos planchas de
material absorbente en la tercera configuraciéon geométrica MB.

5.2.1. Resultados numéricos con la configuracion MP

La primera configuracién a estudiar es la que hemos denominado configuracién MP
(véase la Figura 5.1) en la que el transductor se encuentra frente a la pared del tanque.
En la Figura 5.7 se muestra la norma Lo del desplazamiento producido en el sélido
visco-elastico y la parte real de la presién en el fluido, usando el médulo de Young
obtenido a partir del ajuste de los datos experimentales de ER (véanse los valores en
la Tabla 5.1).

De forma analoga, pero considerando el médulo de Young obtenido en el ajuste
conjunto de los valores experimentales de IL y FPD (véanse los valores en la Tabla 5.1)
se han obtenido la norma Lo del desplazamiento producido en el sélido visco-elastico y
la parte real de la presion en el fluido, mostrados en la Figura 5.8.

5.2.2. Resultados numéricos con la configuracion MA

La siguiente configuracién a estudiar es la denominada configuracion MA (véase
la Figura 5.2) en la cual se coloca un absorbente horizontal en el fondo del tanque
centrado en el eje actstico. En la Figura 5.9 se muestra la norma Lo del desplazamiento
producido en el sélido visco-eldstico y la parte real de la presion en el fluido, para el
médulo de Young obtenido en el ajuste de los valores de ER (véanse los valores en la
Tabla 5.1).

Si se procede de la misma forma, pero utilizando el médulo de Young obtenido en
el ajuste conjunto de los valores experimentales de IL y FPD (véanse los valores en la
Tabla 5.1), se obtienen los resultados mostrados en la Figura 5.8 para la norma Lo del
desplazamiento producido en el sélido visco-elastico y la parte real de la presion en el
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Figura 5.7: Médulo del vector desplazamiento [m] en el sélido visco-eldstico (izquierda)
y parte real de la presién [Pa] en el fluido (derecha) para la configuracién MP.

Max: 7 .607e-11 Max: 19.876
0.7 wol! 07
- LB A
7 06 - . L
0.6 .. ’ 4 .
; . ‘h 10
0.5 0.5 L
’ "W
T1\L ;
04 ’ 04| = /
: ) "l |0 |
03 o )WY, 0 ‘
L5
3 -3
0.2 0.2 . , ‘ . 0
: l
0.1 0.1 -15
1
0 0 - -20
06 05 04 03 -02 Min: 6.334e-14 06 05 04 03 02 Min: -22.700

Figura 5.8: Médulo del vector desplazamiento [m] en el sélido visco-eldstico (izquierda)
y parte real de la presién [Pa] en el fluido (derecha) para la configuracién MP.
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Figura 5.9: Médulo del vector desplazamiento [m] en el sélido visco-eldstico (izquierda)
y parte real de la presién [Pa] en el fluido (derecha) para la configuracién MA.

fluido.

5.2.3. Resultados numéricos con la configuracion MB

Por dltimo, se ha realizado la simulacién numérica con la configuracién MB en la
que se disponen cuatro placas de absorbente tres de ellas en el fondo del tanque en
configuracién “trampa” y una cuarta en la superficie del agua dispuesta a modo de
apantallamiento acustico (véase la Figura 5.3). En la Figura 5.11 se muestra la norma
Lo del desplazamiento producido en el sélido visco-elastico y la parte real de la presién
en el fluido, usando el médulo de Young obtenido en el ajuste de los valores de ER
(véase Tabla 5.1).



5.2. Simulaciones numéricas mono-frecuenciales 107

Max: 1.259e-10 Max: 17.205
07 10
x10 5B B TS 3B aE
0.65 0.65 15
12
06 06 ) - » ’
-
0.55 0.55
. . » . 10
0.5 1 0.5 :
0.45 0.45 15
04 - {08 04
0.35 0.35 L
0.3 L dos 0.3
0.25 0.25
1-5
02 0.2
0.4
0.15 0.15
-10
01 0.1
0.2
005| [ 0.05
- -15
0 0
0605 04 03 02 Min: 1.527e-14 0605 04 03 02 Min: -17.742

Figura 5.10: Mé6dulo del vector desplazamiento [m] en el sélido visco-elastico (izquierda)
y parte real de la presién [Pa] en el fluido (derecha) para la configuracién MA.
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Figura 5.11: Médulo del vector desplazamiento [m] en el sélido visco-elastico (izquierda)
y parte real de la presién [Pa] en el fluido (derecha) para la configuracién MB.

A continuacién, se ha repetido esta simulacion utilizando el médulo de Young ob-
tenido en el ajuste conjunto de los valores experimentales de IL y FPD (véanse los
valores en la Tabla 5.1). En este tltimo caso, en la Figura 5.12 se muestra la norma Lg
del desplazamiento producido en el sélido visco-elastico y la parte real de la presion en
el fluido.
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Figura 5.12: Médulo del vector desplazamiento [m] en el slido visco-elastico (izquierda)
y parte real de la presion [Pa] en el fluido (derecha) para la configuracién MB.

5.3. Simulaciones numéricas multi-frecuenciales

La finalidad de esta seccion es obtener los valores cuadraticos medios de la presién
a lo largo del eje actstico del transductor para las tres configuraciones geométricas que
se han mostrado anteriormente. Con el fin de obtener unos resultados mas realistas
y poder compararlos con los obtenidos de forma experimental por el Grupo de Inves-
tigacion en Metrologia C)ptica de la Universidad de Vigo, se ha descartado el uso de
simulaciones numéricas mono-frecuenciales en las que se supone que el transductor tra-
baja tnicamente a f = 20kHz. Por el contrario, se ha tenido en cuenta que el espectro
de la excitacion acustica generada por el transductor viene dado por una senal como la
que se muestra en la Figura 5.13.

=2

10

0 5 10 15 20 25 30 35 40
Frecuencia (kHz)

Figura 5.13: Espectro de la sefial producida por el transductor representada en el rango
de 0 a 40kHz frente a la frecuencia.
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Si no se tienen en cuenta todas las contribuciones por encima de 30 kHz, podemos
trabajar con el espectro generado por el transductor en una regién alrededor de 20 kHz
(véase Figura 5.14).
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Figura 5.14: Espectro de la presién actstica frente a la frecuencia alrededor de f = 20
kHz.

A partir de este espectro, lo primero que se ha realizado es un suavizado de su
respuesta en frecuencia. Para ello se ha utilizado un spline cibico suavizado que se
ajusta a los datos con una determinada tolerancia p. El spline p se ha calculado a
partir de los pares de datos (z;,y;) con j =1,...,n utilizando la siguiente expresion:

p= argmin (pE(g) + F(g™)) .
g9€C([a,d])

donde .
E(g) = ly; — g(=z;)”
j=1

b
F(gtm) = / 6" (1) dt.

Si la tolerancia es negativa, se considera p = —tol. En nuestro caso, se ha utilizado la
implementacién en MATLAB mediante la funcién spaps (véase [19]) con una toleran-
cia —1 x 108. El resultado de este suavizado es la linea azul continua que se muestra
en la Figura 5.15.

Una vez realizado el suavizado del espectro, se han tomado 10 frecuencias equies-
paciadas alrededor de f = 20kHz (véase Figura 5.15). Este conjunto de frecuencias
discretas han sido las utilizadas para aproximar la contribucién multi-frecuencial del
espectro del transductor.
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| f 1 E'[Pa] | E"[Pal
1.7651 x 10* | 2.1396 x 10° | 9.5163 x 10"
1.8088 x 10* | 2.2468 x 10° | 1.0122 x 102
1.8525 x 10* | 2.3566 x 10° | 1.0670 x 102
1.8962 x 10% | 2.4690 x 10° | 1.1299 x 102
1.9398 x 10 | 2.5841 x 10° | 1.2036 x 102
1.9835 x 10 | 2.7018 x 10° | 1.2955 x 102
2.0272 x 10* | 2.8220 x 10° | 1.4152 x 102
2.0709 x 10* | 2.9448 x 10° | 1.5032 x 102
2.1145 x 10* | 3.0706 x 10° | 1.5675 x 102
2.1582 x 10* | 3.1988 x 10° | 1.6330 x 102

Tabla 5.2: Valores de la parte real y la parte imaginaria del médulo de Young para
cada frecuencia de estudio obtenidas a partir del ajuste de los valores experimentales
del nivel ER.

—Espectro
—Espectro suavizad

15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25
Frecuencia (kHz)

Figura 5.15: Espectro de la senial del transductor en el rango de frecuencias entre 15 y
25 kHz (linea continua puntos), su funcién de respuesta en frecuencia suavizada (linea
continua) y los valores elegidos para realizar su representacién discreta (cuadrados).

En la Tabla 5.2 se muestran los valores de la parte real y la parte imaginaria del
modulo de Young analizado en el ajuste del nivel ER analizado en el Capitulo 3 para
cada una de las frecuencias de estudio del espectro del transductor. Del mismo modo
en la Tabla 5.3 se muestran los valores de la parte real y la parte imaginaria del médulo
de Young obtenidos en el ajuste conjunto de valores de los niveles IL y FPD, para
cada una de las frecuencias en que se ha realizado la simulacién numeérica de las tres
configuraciones geométricas.

Puesto que nuestro objetivo es calcular los valores cuadraticos medios de la presién
a lo largo del eje perpendicular a la cara activa del transductor, debemos recordar que
para un campo de presiones armoénico II, se satisface

2, = M

rms ~ 2

(5.1)
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| f 1 E'[Pa] | E"[Pal
1.7651 x 10* | 4.4842 x 107 | 6.7716 x 106
1.8088 x 10% | 4.7045 x 107 | 7.5577 x 10°
1.8525 x 10* | 4.9314 x 107 | 8.3588 x 106
1.8962 x 10* | 5.1528 x 107 | 9.1869 x 106
1.9398 x 10* | 5.4056 x 107 | 1.0097 x 107
1.9835 x 10* | 5.6370 x 107 | 1.1073 x 107
2.0272 x 10* | 5.8387 x 107 | 1.2225 x 107
2.0709 x 10* | 6.0564 x 107 | 1.2987 x 107
2.1145 x 10* | 6.3043 x 107 | 1.3584 x 107
2.1582 x 10* | 6.5680 x 107 | 1.4148 x 107

Tabla 5.3: Valores de la parte real y la parte imaginaria del médulo de Young para cada
frecuencia de estudio obtenidas a partir del ajuste de los valores experimentales de IL
y FPD.

De esta forma, se han realizado cada una de las simulaciones numéricas con cada una
de las 10 frecuencias diferentes obteniendo asi un campo de presiones II; con 1 <
j < 10 asociado a cada frecuencia. A continuacién realizaremos la combinacién lineal
ponderada por los respectivos a,;. Dichos a,; son los valores del espectro suavizado
para cada una de las 10 frecuencias de estudio obteniendo

10
T=> a,l;. (5.2)
j=1

Finalmente, sustituyendo (5.2) en (5.1) se obtiene

10

1
2
s = D) Za'/jﬂj
j=1

De la misma forma a como se ha procedido en las simulaciones numéricas mono-
frecuenciales, en primer lugar, se trabaja con el ajuste de ER, es decir, con los datos
mostrados en la Tabla 5.2. Los ajustes de ER realizados en MATLAB se han hecho
considerando que la aceleracién normal vale 1, es decir, a,, = 1. Para obtener las graficas
adecuadas se han reescalado las gréaficas obtenidas mediante la simulacién numérica.
Este proceso ha sido posible realizarlo ya que nuestro problema es lineal. Para encontrar
el valor a por el cudl se ha reescalado la solucién se ha tenido en cuenta el siguiente
ajuste:

Se denota por pﬁ%, pfﬁ’j y pﬁ%’j con j = 1,...,N a los valores experimentales
obtenidos al medir el valor cuadratico medio de la presién en la configuracién geométrica
MP, MA y MB, respectivamente (obtenidos a partir de las tres graficas de la izquierda
de las Figuras 5.7, 5.9 y 5.11), donde N es el nimero de puntos a lo largo del eje
perpendicular a la cara activa del transductor en que se calculan los valores cuadrético
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medios de la presion. Se denota por pfﬁlj , pf/ﬂij y pfﬁ%j, a los valores analiticos obtenidos

al medir el valor cuadréatico medio de la presién en la configuracién geométrica MP,
MA y MB, respectivamente. Se introducen, a partir del modelo, las funciones respuesta

Pl = pup(a, =),

PAfA, = Pva(a; 2)),

1 ~
pyiB, = PuB(a, 25),
donde a, = a-a,, y z;j es la distancia, en el sentido negativo del eje longitudinal del

transductor, del origen al punto en el que se calcula el valor cuadratico medio de la
presién. El problema de minimizacion viene dado por

N N
Z’pﬁ?j — pump(, 25) 2 Z|p§f§j — Pma (T, 25) 2
) =1 j=1
a = argmin +
>0 N N
D _lpyip D_Inik
j=1 j=1
N
> s, — P (e, z)?
=1
+ . (5.3)

N
> oy, 12
=1

Una vez realizado el ajuste, se puede calcular el error relativo cometido en norma L
) 2,
para cada una de las configuraciones utilizando las siguientes expresiones

N
S 1P — Pare(a. z)P
j=1

Envip = 100 X ~ , (5.4)
vk
j=1
N
Z|p§i§j — pmal(a, Zj)|2
=1
Enia = 100 x = , (5.5)
> I, 2
j=1
N
> I, — Pus(a, z)[?
=1
Enp = 100 x 2 (5.6)

N
2_lenii,
j=1
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Figura 5.16: Valores cuadraticos medios de la presién obtenidos en la configuraciéon MP
de forma experimental (izquierda) y mediante simulacién numérica reescalada (dere-
cha), usando el médulo de Young obtenido a partir del ajuste de ER.
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Figura 5.17: Valores cuadraticos medios de la presion obtenidos en la configuraciéon MA
de forma experimental (izquierda) y mediante simulacién numérica reescalada (dere-
cha), usando el médulo de Young obtenido a partir del ajuste de ER.

Al realizar el ajuste mostrado en (5.3) utilizando los valores de pfﬁ%j, pﬁrﬁj y pﬁ%j ob-

tenidos en las simulaciones numéricas realizadas para el ajuste de ER, se ha obtenido
a = 8.9229 x 10'°. En las Figuras 5.7, 5.9 y 5.11 se muestran las gréaficas que resultan al
reescalar los resultados obtenidos mediante las simulaciones numéricas, multiplicando
por a, asi como los experimentales en las configuraciones MP, MA y MB, respectiva-
mente. Los valores del error relativo cometido en cada ajuste, calculados como se indica
en (5.4), (5.5) y (5.6), son Eyp = 49.24 %, Eva = 92.36 % y Evp = 86.73 %.

En segundo lugar, se trabaja con el ajuste conjunto de IL y FPD, es decir, con los
datos mostrados en la Tabla 5.3. Al realizar el ajuste mostrado en (5.3) utilizando los
valores de pf/f}l,j, pﬁ}ij_ y plﬁ/{%j obtenidos en las simulaciones numéricas realizadas para
el ajuste conjunto de IL y FPD, se ha obtenido a = 1.4815 x 10'2. En las Figuras 5.8,
5.10, 5.12 se muestran las graficas que resultan al reescalar los resultados obtenidos
mediante las simulaciones numéricas, multiplicando por a, asi como los experimentales
en las configuraciones MP, MA y MB, respectivamente.
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Figura 5.18: Valores cuadraticos medios de la presién obtenidos en la configuracién MB
de forma experimental (izquierda) y mediante simulacién numérica reescalada (dere-
cha), usando el médulo de Young obtenido a partir del ajuste de ER.

3X 10 : 2 10 ‘
*(Wrﬁb)iIP _(Wrms)flp
15 ]
2 1<
: :
e = I ]
N‘:'E it | N.:E
0.5 ]
-200 -250 -300 -350 -400 -450  -200 -250 -300 -350 -400 -450
zR (mm zR (mm)

Figura 5.19: Valores cuadraticos medios de la presién obtenidos en la configuracion MP
de forma experimental (izquierda) y mediante simulacién numérica reescalada (dere-
cha), usando el médulo de Young obtenido a partir del ajuste conjunto de IL y FPD.
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Figura 5.20: Valores cuadréaticos medios de la presién obtenidos en la configuracién MA
de forma experimental (izquierda) y mediante simulacién numérica escalada (derecha),
usando del médulo de Young obtenido a partir del ajuste conjunto de IL y FPD.
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Figura 5.21: Valores cuadraticos medios de la presién obtenidos en la configuracién MB
de forma experimental (izquierda) y mediante simulacién numérica reescalada (dere-
cha), usando el médulo de Young obtenido a partir del ajuste conjunto de IL y FPD.

Los valores del error relativo cometido en cada ajuste, calculados como se indica en
(5.4), (5.5) y (5.6), son Evyp = 46.53 %, Eva = 32.81% y Evp = 49.88 %.

La simulacion numeérica se ha hecho con varias configuraciones para tratar de mini-
mizar la cantidad de oscilaciones que presenta el valor cuadratico medio de la presién
en el caso de la configuracion MP, ya que dichas oscilaciones se deben a la presencia
de ondas reflejadas en las paredes del tanque. Se observa, tanto en el ajuste realizado
para el nivel ER como en el realizado para IL y FPD, que al introducir un absorbente
en el fondo del tanque (configuracién MA) se producen menos oscilaciones que cuando
la cara activa del transductor se encontraba directamente frente a la pared del tanque.
De forma similar, se aprecia el mismo fenémeno en la configuracién con los absorbentes
colocados a modo de “trampa” actstica (configuracion MB). Sin embargo, se observa
que los resultados obtenidos en la simulacion numérica no son satisfactorios ya que los
errores relativos cometidos estén todos por encima del 30 %, llegando en algiin caso a
alcanzar el 90 %. Esto puede deber a multitud de razones. A continuacién se describen
algunas de ellas:

= Se ha realizado una simulaciéon numérica en 2D mientras que el experimento es
un experimento 3D.

= Se han considerado las paredes del tanque con condiciones de frontera rigida
cuando realmente en los experimentos el tanque es de metacrilato.

= Se ha considerado que el transductor tiene un movimiento de traslaciéon en di-
reccion perpendicular a su superficie activa que, al realizar la simulacién en 2D,
simplemente es una linea, pero en el experimento el transductor es un pistén cir-
cular que se podria esperar que no se comportase como una superficie rigida que
vibra inicamente restringida a una direccién sino que tuviese un comportamiento
mas complejo.

= Se ha considerado que el transductor tiene una unica frecuencia de excitacién
alrededor de los 20 kHz pero en los espectros de presion acustica proporcionados
por el Grupo de Investigaciéon en Metrologia Optica se apreciaban frecuencias de
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excitacion alrededor de los 60 y los 80kHz las cudles podrian tener repercusion
sobre los resultados numéricos obtenidos.
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